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Анализ эволюции формы профилей зубьев зубчатых эвольветных передач и прогно-
зирование на его основе долговечности являются актуальными для функционирова-
ния автономных систем (например, подводных и космических аппаратов длительного 
использования), для которых пока невозможна автоматическая замена вышедших из 
строя приводных компонентов, поскольку для этого должна быть известна точная 
связь между износом и ресурсом работы зубчатой передачи. Рассмотрена задача ана-
лиза эволюции плоского эвольвентного зацепления при износе зубьев истирания. 
Предложен алгоритм анализа на основе мультипликативных критериев износа. Полу-
ченные результаты могут быть использованы для оценки и прогнозирования надеж-
ности и долговечности зубчатых передач. 
Ключевые слова: зубчатая эвольвентная передача, форма профилей, долговечность, 
износ зубьев, надежность. 

The evolution analysis of involute gear teeth profiles and the subsequent prediction of their 
durability are very important for the operation of autonomous systems (e.g., submarines 
and spacecrafts). To automatically change failed drive components, a relationship between 
the gear wear and its life time must be known with high accuracy. In this paper, the 
evolution of a planar involute gearing subject to an abrasion teeth wearing is analyzed. An 
algorithm based on the analysis of multiplicative wear criteria is proposed. The results can 
be used to assess and predict the reliability and durability of gears.  
Keywords: involute gearing, profile, durability, teeth wearing, reliability. 

Во многих космических и подводных объектах 
применяются электромеханические приводы с 
зубчатыми механизмами (чаще редукторы, ре-
же — мультипликаторы). В процессе длитель-
ной эксплуатации (более 10 000 ч) зубчатые ме-
ханизмы постепенно изнашиваются, что в ко-
нечном счете приводит к изменению формы 
профилей зубьев, их размеров и появлению 
увеличенных зазоров в зацеплении. Вследствие 

этого уменьшаются КПД, кинематическая точ-
ность и крутильная жесткость привода, возрас-
тает шумность и динамические нагрузки. 

Механизм износа достаточно сложен. Рабо-
чие поверхности подвергаются абразивному, 
адгезионному, химическому, окислительному и 
другим видам износа. В настоящее время нет 
точного аналитического метода расчета долго-
вечности зубчатых передач по износу вслед-
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ствие значительной сложности протекающих 
при этом процессов и многообразия влияющих 
факторов [1–9]. 

Цель работы — разработка алгоритма анали-
за эволюции геометрии зубчатых передач с 
плоским зацеплением вследствие износа про-
филей зубьев от истирания. При этом эволю-
ционный процесс в зубчатой передаче может 
быть представлен как изменения в процессе 
износа следующих существенных характери-
стик: геометрических (форма профилей зубьев, 
положение и размеры опасного сечения, поло-
жение линии зацепления, дрейф полюса, кри-
визны), кинематических (скорость скольжения, 
удельное скольжение и передаточное отноше-
ние) и силовых (угол давления, контактные 
напряжения, нормальный износ). Исследова-
ние выполнено на базе работ [2–5]. 

 
Постановка задачи. Принятые допущения и 
критерии износа. Экспериментальные и теоре-
тические исследования износа высших кинема-
тических пар зубчатых, кулачковых, мальтий-
ских и других механизмов указывают на его за-
висимость в общем случае от целого ряда 
геометрических, кинематических и силовых 
факторов, физико-механических свойств мате-
риалов звеньев, температуры и состояния ра-
бочих поверхностей и промежуточной среды, 
однопарности или многопарности контакта, 
числа циклов нагружения и др., одновремен-
ный учет которых в рамках данной работы не 
представляется целесообразным. 

Для исключения малозначимых факторов и 
упрощения исследования авторами работы 
приняты следующие допущения: первое колесо 
является абсолютно твердым, оно не подвер-
жено износу и деформациям; второе колесо 
подвержено истиранию; температура поверх-
ностных слоев зубьев, свойства материалов ко-
лес, состояние трущихся поверхностей и окру-
жающей среды в процессе износа изменяются 
незначительно; износ происходит в условиях 
сухого трения; исследование ограничено зоной 
однопарного зацепления; исходные неизно-
шенные профили зубьев являются заданными 
(например, эвольвентными) и интерпретиру-
ются как начальные условия. 

Анализ множества применяемых различны-
ми исследователями критериев износа (законов 
эволюции) позволяет с учетом принятых допу-
щений выделить из него две характерные груп-
пы — мультипликативные и аддитивные. 

Мультипликативные критерии износа. 
Основаны на операции умножения частных 

критериев. Так, в работе [6] предложен муль-
типликативный критерий, который при про-
чих равных условиях зависит от контактных 
напряжений   и скорости скольжения 12 :v   

 
       

121
в

,j
r

f
v T   (1) 

где  — часть работы сил трения, которая идет 
на разрушение поверхностного слоя; f  — ко-
эффициент трения; r  — относительное удли-
нение, при котором происходит разрушение 
элемента материала; в  — предел прочности 
материала; T  — время, за которое был изношен 
слой толщиной 1 j  ( 1, 2j  — индекс колеса). 
Для контактного напряжения из формулы Гер-
ца получим 
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Здесь jv  — относительная скорость точки кон-
такта;  j  — угловая скорость j-го колеса; w  — 
угол зацепления; 2M  — момент сопротивления 
на оси ведомого колеса; 12E  — приведенный 
модуль упругости материалов колес; b — длина 
линии мгновенного контакта.  

Полагая величины   в, , и rf  постоян-
ными, представим (1) в виде 
   1 1 ,j C I T   
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sin ( ) cos ;j j j j jv a r a         
ja  — радиус центроиды j-го колеса; r,   — по-

лярные координаты точки контакта на линии 
зацепления.  

В ряде работ используются критерии, связы-
вающие контактные напряжения и удельные 
скольжения  j  следующими зависимостями: 

    2 2 2 2, const.j C C  (2) 
Так, например, Н.И. Колчиным предложен 

критерий нормального износа, который можно 
записать в следующем виде: 

    3 3 312 12 , const.pl m n
j jq v k C C  (3) 

Здесь , , ,l m n p  — весовые коэффициенты, 
1;l m n p     q  — удельное давление; 12k  — 

приведенная кривизна. 
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К недостаткам мультипликативных крите-
риев (1)–(3) относится то, что в особых точках, 
например, в полюсе зацепления, они обнуляют-
ся при обращении в нуль любого входящего в 
него частного критерия, что затрудняет учет 
влияния на процесс износа других частных 
критериев в этих точках.  

Аддитивные критерии износа. Для более 
адекватного описания процесса износа целесо-
образно применять аддитивные критерии, ос-
нованные на суммировании частных критериев 
с определенными весовыми коэффициентами 

iw , например, в виде предложенного авторами 
данного исследования ниже: 
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где  0 0 0 0
тр.к12, , ,jv M  — нормирующие множи-

тели; тр.кM  — момент трения качения в кон-
такте. Следует отметить, что при использова-
нии критерия (3) и (4) возникает проблема вы-
бора весовых коэффициентов, которая может 
быть решена экспериментально для конкрет-
ных условий работы зубчатой передачи, либо 
гипотетически исследователем на базе накоп-
ленного опыта. 

Для решения задачи используем аналитиче-
скую модель плоской кинематической пары с 
переменным передаточным отношением и ме-
тодику определения изношенной поверхности, 
предложенную в [6]. 

 
Алгоритм анализа эволюции зацепления при 
износе. Линия зацепления и передаточное от-
ношение при износе. Решим обратную задачу 
теории зацеплений, т.е. для заданных профилей 
зубьев колес определим линию зацепления, пе-
редаточное отношение и другие значимые ха-
рактеристики. 

Пусть исходные профили заданы парамет-
рически функциями координат в системе jO  

( )j jx u ( ).j jy u  При повороте шестерни 1 вокруг 
оси 1O  на угол 1  для этих координат получим 

        
   
         

   





1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( , ) ( )cos ( )sin ( )
( )cos ( )sin ;

( , ) ( )sin ( )cos ( )
( )sin ( )cos .

x u a u r u u
x u y u

y u a u r u u
x u y u

 

При повороте ведомого колеса вокруг оси 
2O на угол 2  координаты его профиля запи-

шем в виде 
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где  1 2a O O  — межосевое расстояние вдоль 
оси .x  

Очевидно, что в точке контакта координаты 
сопряженных профилей зубьев совпадают и оба 
профиля имеют общую нормаль. Проекции 
вектора нормали n  к заданному профилю вы-
числим методами дифференциальной геомет-
рии по формулам      / , / .x yn y u n x u  Со-
ответственно, для повернутых на угол  j  про-
филей имеем 
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Здесь jk  — угловой коэффициент. 
Таким образом, для определения точки кон-

такта при повороте на угол 1  получаем систе-
му трех нелинейных уравнений с тремя неиз-
вестными — 1 2 2, ,u u : 
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Зная функции профилей ( ), ( ),j j j jx u y u  ре-
шаем эту систему численно, в результате чего 
определяем координаты контактной точки 
  1( ) ( , )j j jx x u  и   1( ) ( , )j j jy y u  в системе 

1O xy  неподвижного звена. Полярные коорди-
наты линии зацепления вычислим по форму-
лам 
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Из уравнения нормали  1 1y k x b  получим 
координату полюса Px  в точке пересечения 
нормали с межосевой линией ( 0):y  

         


1 11
1 1

1 1 1 1

( )( ) ( ) .
( )P

y k x ybx x
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 (7) 

Отсюда для радиусов центроид колес имеем 
       1 1 1 2 1 1( ) ( ); ( ) ( ).P Pa x a a x  (8) 

Запишем функцию передаточного отноше-
ния в следующем виде: 
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2
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( )P
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Величина износа и координаты измененного 
профиля. Определив координаты линии зацеп-
ления и функцию передаточного отношения, 
вычислим величину износа профиля зуба ведо-
мого колеса 2. Будем считать, что в точке кон-
такта jM  износ происходит по нормали, т.е. 
расстояние r  от точки jM  до полюса изменяет-
ся на величину ij  

(1)–(4). Координаты изме-
ненного профиля зуба ведомого колеса найдем 
из соотношений 
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где  ,x y  — измененные координаты точки кон-
такта на линии зацепления, 
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Подставляя эти выражения в (10), получим 
формулы измененных координат вследствие 
износа профиля зуба ведомого колеса: 
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
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Величину износа определим в соответствии 
с критериями (1)–(4). 

Алгоритм анализа эволюции зацепления при 
износе. При износе профиль зуба ведомого коле-
са теоретически сразу же теряет свою начальную 
форму и продолжает изменяться после каждого 
цикла нагружения. При этом меняются: линия 
зацепления, угол зацепления, угловая скорость 
2 ,  радиусы центроид, передаточное отноше-
ние, начальное и конечное положения точки 
контакта на линии зацепления и профилях зубь-
ев и соответствующие им начальное 10  и ко-
нечное 1к  значения угла поворота шестерни. 
Изменяются также величина и направление си-
лы нормального давления, положение полюса, 
положение и размер опасного сечения, дуга за-
цепления и коэффициент перекрытия. Эти из-
менения существенно влияют на ресурс работы. 

Установим связь между износом и ресурсом 
работы. Ресурс работы (допустимое число цик-
лов нагружения )pN  может быть определен 
двумя способами:  

1) по функциональному критерию точности 
преобразования движения — назначением пре-
дельно допустимого изменения передаточного 
отношения 
    12 12(0) 12[ ] [ ( )],pi i i N  (12) 
где 12(0)i  — исходное передаточное отношение;  

2) из стандартного условия изгибной проч-
ности зуба в опасном сечении. 

Расчетная схема на изгибную прочность зуба 
ведомого колеса при действии нормальной 
нагрузки ,Q  приложенной в точке контакта С 
на вершине зуба с начальным профилем, при-
ведена на рисунке. Поместим окружную со-
ставляющую T  силы Q  в точку С  пересече-
ния окружности вершин с осью симметрии зу-
ба. Тогда  2 2/ const,aT M r  где 2 2ar O С  — 
радиус окружности вершин зубьев.  

Как видно на рисунке, после очередного 
цикла износа 1, 2, ..., pN N  опасное сечение 
(показано волнистой линией) перемещается из 
начального в новое положение вверх по высо-
те зуба с координатой Nh  и размером 

 0 .N Ns s  Для определения Nh  воспользу-
емся стандартным условием изгибной прочно-
сти зуба в виде  

        
2

и и
2 0

6( ) [ ],N

a N

M hN
br s

 (13) 

где и[ ] — допускаемое напряжение при изги-
бе; N  — проекция величины износа на 
направление 0 .s   

Для каждого отдельного -гоN  цикла нагру-
жения  pN N  зададим на  0Nh h  дискретное 
множество точек (сечений). По формуле (13) 
вычислим и( )N  в каждом сечении и опреде-
лим опасное сечение, в котором 
   и иmax( ) ( ).N N  (14) 

Повторим указанную процедуру для всех 

 
Расчетная схема на изгибную прочность зуба  

ведомого колеса: 
0s  — толщина зуба у основания (размер начального  
опасного сечения); 0h  — высота зуба (координата  

начального опасного сечения) 
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1, 2, ..., pN N  и определим ресурс pN  из усло-
вия 
   иmax и( ) [ ].pN  (15) 

Алгоритм решения задачи анализа эволю-
ции зацепления при износе от истирания пред-
ставим в следующем виде: 

1) решаем обратную задачу теории зацепле-
ний. По заданным функциям профилей ( ),j jx u  

( )j jy u  (начальным условиям) из (5) определя-
ем для всех 1  декартовы координаты линии 
зацепления  1 1( ), ( ),x y  из (7) — координату 
полюса 1( ),Px  а из (8) — радиусы центроиды 

1 1( ),a  2 1( )a  и угловую скорость  2 1( ),  из 
(9) — передаточное отношение 12 1( );i  

2) из (6) находим полярные координаты 
  1 1( ), ( )r  линии зацепления;  
3) по формулам (1)–(4) вычисляем износ 

профиля зуба ведомого колеса; 
4) из (11) рассчитываем координаты изно-

шенного профиля; 
5) для каждого  pN N  из (9) определяем 

максимальное по профилю изменение переда-
точного отношения за цикл; 

6) по формуле (12) находим ресурс передачи 

по критерию допустимого изменения переда-
точного отношения; 

7) по формулам (13)–(15) определяем ресурс 
передачи по изгибной прочности; 

8) делаем выводы об устойчивости процесса 
преобразования движения в передаче по мере 
износа по знаку приращения функции износа 
между предыдущим и последующим циклами 
    ( ) ( 1).N N  Если   0  — процесс 
устойчив во времени и соответствует миниму-
му производства энтропии [7], если   0  — 
процесс неустойчив. 

Выполняем шаги 1–8 для каждого цикла за-
цепления. Отметим, что предложенный алго-
ритм инвариантен относительно начальных 
условий (тип начального зацепления и др.). 

Полученные в работе результаты могут быть 
использованы для оценки и прогнозирования 
надежности и долговечности эвольвентных 
зубчатых передач. 

По предложенному алгоритму могут быть 
определены изменения в процессе износа гео-
метрических, кинематических и силовых харак-
теристик исследуемых зубчатых передач. 
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