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При проектировании волновых зубчатых передач (ВЗП) актуальной является задача 
исключения интерференции зубьев в зацеплении гибкого и жесткого колес. Если ин-
терференция достаточно большая, то при повороте генератора зубья гибкого и жест-
кого колес упираются поверхностями вершин. При этом жесткое колесо растягивает-
ся, а генератор волн сжимается. В результате этих деформаций при большой интер-
ференции зубьев происходит проскок генератора. При этом зубья на входе в 
зацепление вначале упираются поверхностями вершин, а при дальнейшем повороте 
генератора соскакивают и зацепляют боковыми поверхностями. Такая работа переда-
чи недопустима, так как она приводит к увеличению динамических нагрузок и износу 
вершин зубьев. Продукты износа засоряют смазку, что может привести к порче гиб-
кого подшипника. Приведена методика определения максимального момента сопро-
тивления 

с ,М  при котором отсутствует интерференция зубьев. Представлены резуль-
таты теоретических исследований влияния различных геометрических параметров 
передачи на указанный момент 

с .М  Исследовано влияние квалитета точности деталей 
рассматриваемой ВЗП на интерференцию зубьев. Результаты исследования расширя-
ют знания об интерференции зубьев в ВЗП. 

Ключевые слова: волновая зубчатая передача, гибкое колесо, жесткое колесо, интер-
ференция зубьев, квалитет точности. 

When designing harmonic drives it is important to avoid meshing interference of the flex 
spline and the circular spline. If the interference is significant, then the teeth of the flex and 
circular splines bear against the top lands of each other when the wave generator turns. At 
the same time, the rigid gear stretches and the wave generator contracts. As the result of 
these deformations at large meshing interference, the wave generator skips. First, the teeth 
bear against the top lands of each other and, as the wave generator turns further, come off 
and catch the side surfaces. The operation of the harmonic drive under such conditions is 
unacceptable as it leads to the increased dynamic loads and the wear of the top lands. The 
wear debris can clog the lubricant and cause damage to the flexible bearing. The article de-
scribes a method for determining the maximum torque 

сМ  when meshing interference is 
absent. The results of the theoretical research into the influence of various geometrical pa-
rameters onto the specified torque 

сМ  are presented. The relationship between the accura-
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cy of the harmonic drive parts and the meshing interference is analyzed. The results pre-
sented in the article broaden knowledge about meshing interference in harmonic drives. 
Keywords: harmonic drive, flex spline, circular spline, meshing interference, accuracy. 

Перспективное направление развития элек-
тромеханических приводов — использование 
волновых зубчатых передач (ВЗП). Благодаря 
наличию гибкого элемента они позволяют по-
лучить большое передаточное число при ма-
лых габаритах, имеют большую нагрузочную 
способность и высокую кинематическую точ-
ность. 

В настоящее время нагрузочную способ-
ность ВЗП определяют по условиям усталост-
ной прочности гибкого колеса (ГК) и долговеч-
ности подшипников генератора волн [1–3]. 
Экспериментальные исследования и эксплуата-
ция этих передач показывают, что волновые пе-
редачи выходят из строя не только из-за полом-
ки ГК или генератора волн. Нарушение работо-
способности может также наступать вследствие 
проскока генератора в результате интерферен-
ции зубьев на входе в зацепление [4–6]. Поэтому 
одним из важнейших факторов нормальной 
работы ВЗП является отсутствие интерферен-
ции зубьев. 

Цель работы — определение для нагружен-
ной ВЗП максимального момента 

cM , при ко-
тором отсутствует интерференция зубьев; ис-
следование влияния геометрических парамет-
ров передачи и класса точности деталей на этот 
момент. 

В волновой зубчатой передаче возможны два 
вида интерференции зубьев. Первый вид интер-
ференции обусловлен контактом зубьев на пере-
ходных поверхностях гибкого и жесткого колес. 
В этом случае нарушается эвольвентный харак-
тер зацепления, что вызывает увеличение нагру-
зок на зубья, повышенный их износ и снижение 
КПД. Второй вид интерференции заключается в 
том, что на входе (или выходе) зацепления зазо-
ры между боковыми поверхностями зубьев 
имеют отрицательные значения. При этом зубья 
начинают взаимодействовать не боковыми по-
верхностями, а поверхностями вершин в резуль-
тате чего жесткое колесо (ЖК) растягивается, а 
генератор волн сжимается. При большой интер-
ференции это приводит к проскоку. Момент на 
ведомом звене, при котором происходит про-
скок, принято называть предельным моментом. 

Если интерференция зубьев 2-го рода не-
большая, то проскока не будет. При входе в за-
цепление зубья вначале будут упираться по-
верхностями вершин, а при дальнейшем пово-
роте генератора — соскакивать и зацепляться 

боковыми поверхностями зубьев. Такая работа 
передачи недопустима, так как она обусловли-
вает увеличение динамических нагрузок, износ 
боковых поверхностей зубьев, снижение КПД. 

При проектировании первых ВЗП допуска-
лась небольшая интерференция зубьев. Предпо-
лагалось, что после приработки интерференция 
исчезнет. Однако, как показала эксплуатация 
волновых передач, даже небольшая интерфе-
ренция засоряет смазку и может привести к вы-
ходу их строя гибких подшипников.  

Обычно при выборе параметров передачи 
проверяют отсутствие интерференции на холо-
стом ходу. В работе [4] рассмотрены области 
существования основных параметров при нуле-
вой нагрузке. В нагруженной передаче боковые 
зазоры изменяются, что может способствовать 
интерференции зубьев. Как показывают расче-
ты, при увеличении момента на выходном валу 
минимальный боковой зазор min  при входе в 
зацепление уменьшается. Момент на выходном 
валу, при котором указанный зазор становится 
равным нулю, назовем моментом начала ин-
терференции 

с .М  При увеличении момента 
сопротивления cM  зазор min  уменьшается. 
Следовательно, при c cM M  в передаче про-
исходит интерференция зубьев 2-го рода. 

 
Математическая модель. В отличие от зубча-
тых передач с ЖК в ВЗП интерференция зави-
сит от нагрузки, т. е. от момента на выходном 
валу. Поэтому для исследования интерферен-
ции необходим расчет силового взаимодей-
ствия элементов ВЗП. Силовой расчет волно-
вых передач рассмотрен во многих работах. 
Однако в них силы взаимодействия элементов 
передачи приводятся к одной расчетной плос-
кости, т. е. не учитывается пространственный 
характер деформации элементов передачи. Из-
менение зазоров по длине зубчатого венца 
определяется приближенно, путем учета пере-
коса образующей оболочки ГК. 

Для исследования интерференции зубьев в 
настоящей работе была использована матема-
тическая модель волновой передачи, в которой 
учитывается пространственный характер взаи-
модействия ее элементов [7, 8].  

Исследуемая ВЗП с кулачковым генератором 
волн представлена на рис. 1. В расчетной моде-
ли ЖК 5 считается упругим, т. е. его деформа-
ция подчиняется закону Гука. Расчет узловых 
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податливостей ЖК выполнен методом конеч-
ных элементов. Жесткое колесо установлено с 
натягом в корпусе и из-за погрешности изго-
товления деталей может смещаться в плоскости 
вращения кулачка.  

Гибкое колесо может взаимодействовать с 
ЖК по рабочим и нерабочим боковым поверх-
ностям зубьев. При расчете оно заменяется ор-
тотропной оболочкой с эквивалентными жест-
костями в области зубчатого венца. 

Наружное кольцо гибкого подшипника 
(НКГП) 7 не закреплено и уравновешивается 
силами, действующими со стороны ГК и тел 
качения. При расчете учитываются только 
нормальные силы взаимодействия поверхно-
стей. Расчет узловых податливостей НКГП и ГК 
выполняется по линейной теории оболочек ме-
тодом ортогональной прогонки. При расчете 
учитывается взаимодействие боковых поверх-
ностей зубьев, внутренней поверхности ГК и 
наружной поверхности НКГП, внутренней по-
верхности НКГП и тел качения. Силы взаимо-
действия между поверхностями заменяются 
поверхностными силами с кусочно-линейным 
распределением [9]. Для этого все указанные 
поверхности разбиваются на треугольные обла-
сти. Каждому узлу образованной сетки ставится 
в соответствие функция Куранта  1 2( , )k q q  [9], 
которая представляет собой шестиугольную 
пирамиду с единичной высотой. В качестве ба-

зисных функций используются функции 
 3 /k k ku S  ( kS  — площадь основания пирами-

ды). Базисные функции представляют собой 
шестиугольные пирамиды с единичным объе-
мом и имеют размерность м–2. 

Для составления разрешающей системы 
уравнений используется метод Бубнова — Га-
леркина. В общем виде эта система записывает-
ся следующим образом:  
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Здесь D(b), D(23), D(32), D(g), D(45), D(54), D(55) — мат-
рицы узловых податливостей; Ab, Ab*, Ag, Ag*, Ac, 
Ac* — матрицы коэффициентов в уравнениях 
равновесия ЖК, ГК, НКГП и кулачка как жест-
ких тел в плоскости движения; Pb, Pg, Pc — век-
торы узловых сил между поверхностями взаи-
модействия (боковыми поверхностями зубьев, 
ГК и НКГП, внутренним кольцом гибкого под-
шипника и телами качения); ab, ag, ac и ak — 
векторы смещения ЖК, ГК, НКГП и кулачка 
как жестких тел в плоскости движения;  =  
= (b  g  c)т — вектор зазоров в узловых точках 
между поверхностями взаимодействия; 
    т

0 0 0 0( )gb c  — вектор начальных зазоров; 
G(1), G(2), G(3), G(4), G(5), G(6) — матрицы, связыва-
ющие приращения зазоров в узловых точках с 
векторами смещений ab, ag, ac и ak.  

Последние четыре строки системы линей-
ных уравнений в системе (1) являются уравне-
ниями равновесия ЖК и ГК, НКГП и кулачка. 
Два неравенства и последнее уравнение выра-
жают односторонний характер взаимодействия.  

Решение системы линейных уравнений и 
неравенств разрешающей (1) выполняется ме-
тодом введения восстанавливающих сил [7].  
В результате расчета определяются зоны кон-

 
Рис. 1. Волновая зубчатая передача: 

1 — гибкий подшипник; 2 — крышка корпуса; 3 — корпус 
волнового редуктора; 4 — фланцевый двигатель; 5 — ЖК; 

6 — ГК; 7 — наружное кольцо гибкого  
подшипника 
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такта взаимодействующих поверхностей, зна-
чения зазоров и давлений в узловых точках, 
величины захода зубьев ГК во впадины ЖК. 

Поскольку зазоры между взаимодействую-
щими поверхностями нелинейно зависят от 
перемещений точек ЖК, ГК и НКГП, расчет 
выполняется методом итераций. На первой 
итерации начальные зазоры 0δ  равны зазорам 
между недеформированными элементами пе-
редачи. На последующих итерациях они уточ-
няются и считаются равными зазорам в 
нагруженной передаче за исключением упру-
гих составляющих зазоров, полученных на 
предыдущей итерации. 

При задании векторов смещений ЖК и ку-
лачка ab, ak учитывались погрешности изготов-
ления и установки деталей передачи: отклоне-
ние от перпендикулярности торца корпуса от-
носительно отверстия под ЖК; отклонение от 
параллельности торцевых поверхностей крыш-
ки; несоосность наружной и внутренней по-
верхностей крышки; торцевое биение поверх-
ности A (см. рис. 1) фланцевого электродвига-
теля; радиальное биение вала электродвигателя 
относительно оси вращения; радиальное бие-
ние поверхности d25 фланцевого электродвига-
теля; радиальное биение зубчатых венцов; ра-
диальное биение наружной поверхности кулач-
ка; радиальное биение отверстия под ЖК; 
радиальное биение наружной поверхности гиб-
кого подшипника; радиальный зазор между 
крышкой и корпусом; радиальный зазор между 
фланцем электродвигателя и крышкой. 

Допуски параллельности, перпендикулярно-
сти, радиального биения и соосности приняты 
в соответствии со стандартом СТ СЭВ 636–77, 
предельные отклонения размеров и формы по-
верхностей фланцевых электродвигателей — по 
ГОСТ 8592–79, предельные отклонения разме-
ров гибкого подшипника — по ГОСТ 520–89. 

Все указанные погрешности приведены к 
одной расчетной плоскости с помощью коэф-
фициентов приведения [9].  

Погрешности изготовления деталей и их 
монтажа учитывались путем задания смеще-
ния кулачка относительно ЖК He . Данное 
смещение является случайной величиной и его 
характеристики зависят от квалитета точности 
деталей. Определение интерференции зубьев 
выполнялось при таком значении ,He  вероят-
ность превышения которого составляет 0,27%. 
Это значение He  вычисляли методом стати-
стических испытаний. 

Для определения момента начала интерфе-
ренции 

сМ  упругое взаимодействие элементов 

ВЗП рассчитывали при различных значениях 
момента сопротивления сM  и положениях ку-
лачка H  относительно ЖК. Момент сM  по-
следовательно увеличивали от значения с 0M  
с шагом   с 100 H м.M  На каждом шаге си-
ловые расчеты выполняли при   0, ,H H  
 2 , ..., 2 .H  Если при расчете на входе в за-

цепление значения зазоров становились отри-
цательными, расчет заканчивался.  

 
Результаты исследования. Для теоретического 
исследования влияния различных параметров 
на момент наступления интерференции 

сМ  
была выбрана ВЗП со следующими параметра-
ми: число зубьев ГК 200,gz   число зубьев ЖК 

 202,bz  модуль зацепления m = 0,8 мм, 
наружный диаметр ГК  160РD  мм, толщина 
оболочки ГК 1 1, 4h  мм, толщина ГК под зубом 

0 1,5h  мм, коэффициент приращения радиус-
вектора кулачка на большой оси   0 0 /k kW W m  
 1,2,  коэффициент захода зубьев /g gh h m    
 1,0,  длина оболочки ГК  160L  мм, коэффи-
циент ширины зуба  1, 4,SK  толщина ЖК 

 20bh  мм. 
Коэффициенты смещения зубчатых колес 
,gx  bx  и радиусы окружностей вершин gaR  и 

впадин gfR  ГК определяли по следующим фор-
мулам: 
 00,5 ;fg РR D h   

 0,5 ;fg
g g a

R
x z c h

m
      

 0 1;gb
Wx x
m

    

 ,ag gR R h m lg   
где  ,ah c  — коэффициенты высоты головки 
зуба и радиального зазора исходного контура; 

0W  — максимальная радиальная деформация 
ГК; R gl  — радиус окружности граничных то-
чек ГК. 

Если вычисленное значение радиуса окруж-
ности вершин ГК превышало значение gaR   

(0,5 ) ,g gaz h x m    то принимали .g ga aR R  
Для исключения интерференции 1-го рода у 

ножки зуба ГК радиус окружности вершин ЖК 
рассчитывали через радиус окружности гра-
ничных точек ГК: 0 .abR R W gl  Если получен-
ное значение радиуса окружности вершин ЖК 
было меньше значения    (0,5 ) ,ab b a bR z h x m  
то принимали  .ab abR R  Для исключения ин-
терференции 1-го рода у ножки зуба ЖК радиус 
окружности вершин долбяка задавали таким, 
чтобы радиус граничных точек ЖК удовлетво-
рял условию 0.galbR R W   
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Если в приведенных ниже зависимостях ис-
пользуются другие значения параметров пере-
дачи, то они указываются дополнительно. 

Как известно, при деформации ГК его 
окружные перемещения зубьев на входе в зацеп-
ление направлены от рабочей боковой поверх-
ности ЖК. С увеличением приращения радиус-
вектора кулачка 0kW  эти окружные перемеще-
ния возрастают и, следовательно, увеличивается 
зазор между рабочими поверхностями зубьев на 
входе в зацепление, что приводит к повышению 
момента начала интерференции 

с .М  Зависимо-
сти этого момента от 0kW  для рассматриваемой 
передачи представлены на рис. 2. Как видно на 
рисунке (кривая 2) момент наступления интер-
ференции 

сМ  при длине ГК  160L  мм и 
 0 1,2kW  приблизительно равен номинальному 

моменту ном( 1200 Н м).M    При  80L  мм 
момент  с номМ M  только при  0 1,3.kW  

Зависимость 
сМ  момента начала интерфе-

ренции от длины оболочки ГК L приведена на 
рис. 3. Уменьшение длины ГК L до 80 мм при-
водит к значительному снижению момента 
наступления интерференции 

с .М   
При исследовании влияния угла   главного 

профиля исходного контура (ИК) на 
сМ  коэф-

фициенты смещения зубчатых колес считаются 
постоянными. Изменение этих коэффициентов 
приведет к уменьшению толщины ГК под зу-
бом, что снизит его прочность. Поэтому при 
изменении значения угла   пересчитывают 
коэффициент ширины зуба ,SK  равный отно-
шению ширины впадины к толщине зуба по 
делительной прямой ИК. Этот коэффициент 
подбирают из условия  0,32Fe m  ( Fe  — шири-
на впадина у основания зуба). Значения SK  при 
различных значениях угла   приведены ниже: 
 , град . . . . . . . . . . . 20 22 24 26 28 

SK . . . . . . . . . . . . . . . . 1,4 1,5 1,7 2,0 2,35 

Очевидно, что увеличение угла   до 24° 
позволяет повысить момент наступления ин-
терференции 

сМ  в 1,7 раза, а увеличение  до 
28° — в 2,7 раза (рис. 4).  

На рис. 2–4 видно, что пренебрежение по-
грешностями изготовления деталей ВЗП при-
водит к значительному увеличению момента 
сопротивления, при котором наступает интер-
ференция зубьев. Влияние квалитета точности 
деталей рассматриваемой передачи (см. рис. 1) 
на момент наступления интерференции 

сМ  
приведено на рис. 5. 

Расчетные исследования показали, что боль-
шое влияние на интерференцию зубьев оказы-
вает податливость ЖК. Значительный рост мо-
мента наступления интерференции 

сМ  проис-
ходит при увеличении толщины ЖК bh  от 0 до 

 
Рис. 2. Зависимость момента начала  

интерференции 
сМ  от радиус-вектора  

кулачка W0k/m: 
1 — номинальные размеры деталей, 160L  мм;  
2 — 7-й квалитет точности деталей, 160L  мм;  
3 — 7-й квалитет точности деталей,  80L  мм 

 
Рис. 3. Зависимость момента начала  

интерференции 
сМ  от длины гибкого колеса L: 

1 — номинальные размеры деталей; 2 — 7-й квалитет  
точности деталей 

 
Рис. 4. Зависимость момента начала  

интерференции 
сМ  от угла главного профиля : 

1 — номинальные размеры деталей, 160L  мм;  
2 — 7-й квалитет точности деталей, 160L  мм;  
3 — 7-й квалитет точности деталей,  80L  мм 

 
Рис. 5. Зависимость момента начала  

интерференции 
сМ  от квалитета точности деталей 



#4 [661] 2015 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 17 

35 мм. При  35bh  мм 
сМ  изменяется незна-

чительно (рис. 6). 
Зависимости момента наступления интерфе-

ренции 
сМ  от передаточного отношения u 

представлены на рис. 7. Приведенные зависимо-
сти получены при неизменных значениях 
наружного диаметра ГК PD  и коэффициентов 
смещения зубчатых колес. Различные значения 
передаточного отношения были получены за 
счет изменения чисел зубьев колес и модуля за-
цепления. Значения этих величин для рассмат-
риваемых вариантов расчета приведены ниже: 

 
u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 161 202 270 
m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,8 0,5 0,4 0,3 

bz  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 324 406 542 
gz  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 322 404 540 

Анализ приведенных на рис. 7 зависимостей 
показывает, что увеличение передаточного от-
ношения u значительно снижает момент 

с .М  
Этот факт можно объяснить следующим обра-
зом. Увеличение u при неизменном значении 

PD  обусловливает необходимость уменьшения 
модуля m, а следовательно, снижения радиаль-
ной деформации ГК 0 .W  Такое изменение 0W  
уменьшает окружные перемещения зубьев ГК, 
которые направлены от рабочей поверхности 
зубьев ЖК. 

При теоретическом исследовании интерфе-
ренции зубьев в ВЗП важно учитывать про-
странственную деформацию ГК, деформацию 
ЖК, погрешность установки кулачка относи-
тельно ЖК. Игнорирование этих факторов 
может привести к неверному определению 
момента наступления интерференции. Исклю-
чение интерференции зубьев является одной 
из важнейших задач при проектировании вол-
новых передач с большим передаточным чис-
лом u > 150. 

Выводы 
1. Интерференция зубьев обычно наступает 

на входе в зацепление у внутреннего торца гиб-
кого колеса. 

2. При увеличении нагрузки уменьшаются 
зазоры на входе в зацепление зубьев и при до-
стижении момента сопротивления определен-
ного значения наступает интерференция. 

3. Значительное влияние на момент наступ-
ления интерференции 

сМ  оказывают величина 
радиальной деформации гибкого колеса, длина 
оболочки гибкого колеса, угол главного профи-
ля ИК и толщина жесткого колеса. 

4. При определении интерференции зубьев 
необходимо учитывать погрешности изготов-
ления деталей ВЗП. 

5. Увеличение передаточного отношения 
при неизменных размерах передачи приводит к 
значительному снижению момента наступле-
ния интерференции. 
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ности деталей 
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