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Одной из проблем современного машиностроения является повышение прочностной 
надежности элементов конструкций и деталей машин, находящихся под воздействием 
нерегулярных интенсивных нагрузок. Такие нагрузки и соответствующие напряжения 
адекватно описываются методами теории вероятностей, математической статистики и 
теорией случайных процессов. В связи с этим достоверное расчетное прогнозирование 
прочности по критерию накопления усталостных повреждений и появления трещин 
при случайных процессах нагружения является актуальной задачей. Приведена расчет-
ная оценка вероятности появления в элементах конструкций усталостных поврежде-
ний в зависимости от интенсивности воздействий и времени функционирования си-
стемы. Статистическая информация о прочности элементов конструкции основывается 
на законах распределения вероятностей для их пределов выносливости с учетом мас-
штабного фактора, а информация о нагруженности — на корреляционных функциях и 
энергетических спектрах для напряжений, полученных по результатам решения соот-
ветствующих задач статистической динамики. Для получения основных результатов 
использовано понятие об абсолютном максимуме случайного процесса. 
Ключевые слова: статистическая механика, прочностная надежность, усталость, вы-
носливость, случайные процессы, гауссовские стационарные процессы, спектральная 
плотность, трехпараметрический закон, интегральная функция, накопление усталост-
ных повреждений, абсолютный максимум. 

One of the topical problems of modern mechanical engineering is to increase the strength 
safety of structural elements and machine parts exposed to irregular intense loads. Such 
loads and therefore, corresponding stresses can be sufficiently described by the theory of 
probability, mathematical statistics and the theory of random processes. Thus, reliable 
analytical prediction of strength by the criterion of accumulation of fatigue damage and 
crack occurrence under random loading is a relevant problem. The authors present an 
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analytical estimation of probability of fatigue damage occurrence in structural elements 
depending on the action intensity and the time that the system is in operation. Statistical 
information on the strength of the elements is based on laws of probability distribution for 
their fatigue limits considering the scale factor, while the information on the loading is 
based on correlation functions and energy spectra for the stresses obtained by solving 
corresponding problems of statistical dynamics. To obtain key results, the concept of 
absolute maximum of random process is used. 
Keywords: statistical mechanics, strength reliability, fatigue, durability, random processes, 
Gaussian stationary processes, spectral density, three-parameter law, integral function, ac-
cumulation of fatigue damage, absolute maximum. 

Силовые воздействия на детали современных 
машин меняются во времени как по детерми-
нированным (в основном циклическим), так и 
по случайным законам. 

Цель работы — вывод формул вероятности 
возникновения усталостных повреждений в 
элементах конструкций в зависимости от 
внешних нагрузок и фактора времени. 

Рассмотрим случай, когда в элементах кон-
струкций возникают однородные по всему объ-
ему напряжения x(t), представляющие собой 
гауссовские стационарные процессы [1] с нуле-
выми средними значениями и спектральными 
плотностями S(), а предел выносливости r ма-
териала конструкции — случайная величина с 
заданной плотностью вероятностей f(r), опре-
деленная на образцах металла со стандартным 
объемом V0, значительно меньшим, чем объем 
V конструкции. 

Определим вероятность («опасность») того, 
что за некоторое время t в элементе конструк-
ции объемом V >> V0 напряжения хотя бы один 
раз превысят соответствующий этому объему 
уровень предела выносливости rV, что будет 
соответствовать моменту старта процесса 
накопления усталостных повреждений (рис. 1). 

Искомую вероятность определяют по фор-
муле 

     ( ) , (0, )VP x r t  

 
  
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r r

f r f x dx dr   (1) 

где *r  — минимальное значение предела вынос-
ливости; ( )V Vf r  — плотность распределения 
вероятностей предела выносливости элемента 
конструкции объемом V; * *( )f x  — плотность 
распределения вероятностей для наибольшего 
в интервале времени 0…t максимума *x  про-
цесса x(t). 

Решим поставленную задачу, исходя из того, 
что распределение вероятностей для предела 
выносливости образцов металла объемом V0 
описывается трехпараметрическим законом 
Вейбулла [2] с интегральной функцией 
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и плотностью вероятностей 
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где , rc — параметры распределения вероятно-
стей. 

Параметры , rc, *r  и среднее значение вели-
чины (r – * )r  определяют по результатам испы-
таний образцов металла на усталость, так как из 
этих испытаний становятся известными сред-
нее значение величины (r – * ),r  ее коэффици-
ент вариации  и величина * .r  

Параметр  определим из решения урав-
нения 

  
   

 
     
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Рис. 1. Превышение напряжением уровня предела 

выносливости 
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где гамма-функция 
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Результаты решения уравнения (3) приведе-
ны на рис. 2 и в табл. 1. 

Параметр rс имеет вид 

   
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*
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где < > — знак усреднения. 
Вероятность того, что в объеме V = nV0 

(n = 1, 2, 3, …) предел выносливости будет пре-
вышать некоторое значение r, определим со-
гласно теореме об умножении вероятностей и 
условию равномерного распределения напря-
жений по всему объему по формуле 

       0, 1 , .
n

P r V F r V  (4) 

Тогда в соответствии с выражениями (1) и 
(4) функция распределения вероятностей для 
предела выносливости в объеме V приобретает 
следующий вид: 
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Соответствующая плотность вероятностей 
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В таком виде выражение (6) входит в фор-
мулу (1). Расчетная зависимость F от r, полу-
ченная по формуле (5) при различных значени-
ях V и V0, приведена на рис. 3. 

Из соотношений (5), (6) и рис. 3 следует, что 
в статистическом смысле [3] rV < r0 (r0 — предел 
выносливости образца объемом V0). 

Вычислим распределение вероятностей для 
наибольшего максимума процесса x(t) на ин-
тервале времени 0…t, исходя из следующего 
функционала Стейнберга [4] для определения 
числа нулей (пересечений нулевого уровня) 
функции x(t) за время t: 

       0
0

( ) ( ) ( ) ,
t

n t x x d  (7) 

где () — дельта-функция Дирака; ( )x  — пер-
вая производная процесса x(t). 

Введя в рассмотрение совместную плотность 
вероятностей ( , )f x x  для процесса x(t) и его 
первой производной ( )x t , из  выражения (7) 
получим формулу Райса [5] для определения 
среднего числа выбросов процессом x(t) уров-
ня x за время t: 
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где дисперсия процесса x(t) имеет вид 
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а дисперсия первой производной 
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Ожидаемое число максимумов для узкопо-
лосного случайного процесса x(t) в интерва-
ле dx определим по формуле 

 
Рис. 2. Расчетная зависимость коэффициента  

вариации  от параметра  

Таблица 1 

    

1,00 1,00 0,50 2,10 

0,90 1,11 0,40 2,70 

0,80 1,26 0,30 3,71 

0,70 1,45 0,22 5,34 

0,60 1,72 0,10 12,15 

 
Рис. 3. Расчетная функция распределения  
вероятностей для предела выносливости  

при различных значениях V и V0 
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    max max max( ) ( ) ( ) ,dn n x n x dx n f x dx  (8) 

где max (0, )n n t  — среднее число максимумов 
за время t; fmax(x) — плотность вероятностей для 
максимумов. 

Из соотношения (8) следует, что распреде-
ление максимумов в узкополосных процессах 
соответствует закону Рэлея [6] с плотностью 
вероятностей 

     
 

2

max 2 2
max

1 ( )( ) exp
2x x

dn x x xf x
n dx S S

 

и интегральной функцией 
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Вероятность того, что в потоке из nmax 
наибольший из них будет меньше некоторого 
значения * ,x  определяют в соответствии с 
теоремой о произведении вероятностей по 
формуле 
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где  — знак стремления к большому числу 
максимумов nmax. 

Вид функции (9) при различных значени-
ях nmax показан на рис. 4. 

В статистическом смысле величина наиболь-
шего максимума со временем возрастает [7]. 

Плотность распределения вероятностей для 
наибольшего максимума 
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Подставив соотношения (6) и (10) в форму-
лу (1), определим искомую вероятность старта 
процесса накопления усталостных поврежде-
ний в интервале времени 0…t. 

При ориентировочных расчетах вместо вы-
ражения  (10) можно принять, что 
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получим 
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где наибольший максимум процесса нагру-
жения 
 0 max2 ln ,xx S n  

а критическое число максимумов, при котором 
начнется процесс накопления усталостных по-
вреждений, 
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В качестве примера рассмотрим элемент 
конструкции из углеродистой стали с пределом 
выносливости r, заданным по результатам ис-
пытаний образцов со стандартным объемом V0 
полигоном частостей (рис. 5). 

По результатам расчета получены следую-
щие значения: 

• минимальное значение предела выносли-
вости *r  = 300 МПа; 

• среднее значение   413,5 МПа;i ir Pr  
• момент второго порядка 

  2 2 5 2< > 1,79 10  МПа ;i ir Pr  

• момент третьего порядка 

  3 3 7 3< > 7,87 10  МПа ;i ir Pr  

 
Рис. 4. Расчетная функция распределения  

вероятностей для наибольшего максимума  
при различных значениях nmax 
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• среднее квадратичное отклонение 

 2 2< >S r r  = 89,12 МПа; 

• коэффициент вариации   /< >S r  = 0,2155. 
Решив уравнение (3), получим  = 5,344. Па-

раметр rс = 162,7 МПа. 
График функции (2) приведен на рис. 6. 
Теоретическая и эмпирическая функции 

распределения вероятностей для предела вы-
носливости показаны на рис. 7. Наибольшее 
различие между ними не превышает значения 
 = 0,05, что при  n = 100 испытаний соответ-
ствует параметру близости двух распределений 
вероятностей     0,5.n  

Некоторые значения функции критерия со-
гласия А.Н. Колмогорова K() [8] приведены в 
табл. 2. 

В рассматриваемом случае K() = 0,036, что 
указывает на то, что с высокой вероятностью 
полученное теоретическое распределение веро-
ятностей не противоречит опытным данным. 

В качестве примера рассмотрим элемент 
конструкции с характеристиками сопротивле-

ния усталости [9]: *r  = 30 МПа,  = 4, rc = 
= 16,6 МПа. Этот элемент подвергается воздей-
ствию случайных напряжений с  Sx = 7 МПа. 

Расчет показывает, что старт процесса 
накопления усталостных повреждений с очень 
малой вероятностью произойдет примерно че-
рез 104 циклов нагружения, а при 106 циклов 
нагружения этот процесс будет происходить с 
вероятностью 99 %. 

Таким образом, предложенная методика 
расчета вполне эффективна для вероятностного 
прогнозирования старта процесса накопления 
усталостных повреждений. 

Выводы 
1. Получены формулы, описывающие веро-

ятность возникновения усталостных трещин в 
нагруженном теле при воздействии случайных 
нагрузок. 

2. Сравнение расчетных и эксперименталь-
ных результатов показывает их хорошее соот-
ветствие. Полученные выражения можно ис-
пользовать для оценки прочностной надежно-
сти деталей. 

 

 
Рис. 5. Полигон частостей 

 
Рис. 6. Расчетная плотность распределения  

вероятностей предела выносливости 
 

 
Рис. 7. Теоретическая (1) и эмпирическая (2) 

 функции распределения вероятностей для предела 
выносливости 

Таблица 2 

 K  K 

0,5 0,036 1,1 0,822 
0,6 0,14 1,2 0,89 

0,65 0,208 1,4 0,96 
0,75 0,373 1,5 0,978 
0,8 0,456 1,6 0,99 
1 0,73 1,8 0,999 
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