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Рассмотрены особенности работы волновых зубчатых передач. Приведена математиче-
ская модель, учитывающая пространственный характер деформирования и взаимодей-
ствия элементов такой передачи. Разрешающая система уравнений получена методом 
Бубнова–Галеркина. Коэффициенты влияния определены методами пространственной 
теории упругости, а предельный момент — из условия появления проскока генератора. 
Исследовано влияние различных параметров на предельный момент волновой зубча-
той передачи с кулачковым генератором волн и гибким колесом, выполненным в виде 
стакана с гибким дном. Проведенные расчеты показали, что радиальная деформация 
гибкого колеса, глубина захода зубьев, угол главного профиля исходного контура и ра-
диальный зазор в гибком подшипнике оказывают значительное влияние на предельный 
момент, а предварительный натяг в зубчатом зацеплении, длина оболочки и форма де-
формирования гибкого колеса практически не влияют на этот параметр. 
Ключевые слова: волновая зубчатая передача, гибкое колесо, жесткое колесо, генера-
тор волн, предельный момент. 

Specific work features of a harmonic drive are considered in this article. The mathematical 
model that takes into account spatial nature of deformation and interaction of the drive 
elements is presented. The resolving system of equations is obtained using the Bubnov–
Galerkin’s method. The influence coefficients are determined by the methods of spatial 
theory of elasticity, while the limit torque is determined based on the generator slippage 
occurrence. The authors investigate the influence of various parameters on the limit torque 
of the harmonic drive with a cam wave generator and the flex spline shaped like a flexible 
bottom cup. The calculations have shown that radial deformation of the flex spline, depth of 
teeth engagement, main pressure angle of the basic contour and radial clearance in the 
flexible bearing have a significant influence on the limit torque, while preload in the gearing, 
length of the shell and shape of flex spline deformation have hardly any influence on this 
parameter. 
Keywords: harmonic drive, flex spline, circular spline, wave generator, limit torque. 
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Волновые зубчатые передачи (ВЗП) имеют 
большое передаточное отношение при неболь-
ших габаритных размерах и малом количестве 
деталей. Такие передачи имеют высокую нагру-
зочную способность, а также (благодаря много-
парности зацепления) повышенную кинемати-
ческую точность. Перечисленные достоинства 
позволяют широко использовать ВЗП в раз-
личных приводах систем автоматического 
управления, механических приводах роботов, 
авиационной и космической технике. 

Работоспособность волновых передач опре-
деляется такими критериями, как усталостная 
прочность гибкого колеса (ГК), долговечность 
генератора волн, износостойкость боковых по-
верхностей зубьев ГК и жесткого колеса (ЖК) 
[1]. Для волновых передач, работающих с 
большими периодическими нагрузками (грузо-
подъемные машины, поворотные механизмы и 
др.), важным показателем работоспособности 
является предельный момент Мпр, представля-
ющий собой максимальный момент сопротив-
ления на выходном валу, при котором ВЗП мо-
жет передавать движение. Нарушение работо-
способности передачи может возникнуть 
вследствие проскока генератора волн или ста-
тического разрушения звеньев. Использование 
ВЗП в различных машинах показало, что при 
правильном выборе параметров передачи про-
скок генератора происходит без статического 
разрушения деталей ВЗП. 

Проскок генератора происходит из-за упру-
гой податливости элементов передачи. С увели-
чением момента сопротивления Мс уменьшается 
зазор между зубьями на входе в зацепление, что 
приводит к их интерференции. При дальнейшем 
повышении момента Мс интерференция растет, 
а зубья ГК и ЖК начинают взаимодействовать 
поверхностями вершин. При этом ЖК растяги-
вается, генератор волн сжимается, а его ось от-
клоняется от оси вращения. Указанные дефор-
мации приводят к тому, что в одной из зон за-
цепления все зубья ГК выходят из впадин ЖК.  
В результате передача превращается в одновол-
новую и становится неработоспособной [2–4], т. 
е. при повороте ведущего звена (кулачка) ведо-
мое звено не поворачивается. Такое явление 
называется проскоком генератора. 

 
Постановка задачи. Исследованию явлений 
интерференции зубьев и проскока генератора 
посвящены работы [2–6] и др. Наиболее полное 
исследование влияния конструктивных пара-

метров на предельный момент проведено в 
работах А.И. Полетучего [2–4]. С помощью 
экспериментальных исследований им получе-
на зависимость предельного момента Мпр от 
радиальной деформации ГК, глубины захода 
зубьев, конструктивных размеров, биения гене-
ратора и других основных параметров переда-
чи. Следует отметить, что испытания проводи-
лись для волновой передачи, имеющей внут-
ренний диаметр ГК, равный 120 мм, и зубчатое 
присоединение ГК к валу. Теоретические зави-
симости для других размеров получены по при-
ближенной инженерной методике, не учиты-
вающей пространственный характер деформа-
ций и взаимодействие элементов волновой 
передачи. 

В работе [7] предложена методика определе-
ния предельного режима работы ВЗП, основан-
ная на нахождении пространственного упругого 
взаимодействия элементов передачи методами 
теории упругости. Она позволяет более точно 
исследовать влияние различных параметров на 
предельный момент для неодинаковых кон-
структивных исполнений и размеров ВЗП. 

Цель работы — теоретическое исследование 
влияния различных параметров на предельный 
момент ВЗП с кулачковым генератором волн и 
ГК, выполненным в виде стакана с гибким 
дном. Для расчетов использована простран-
ственная математическая модель ВЗП, предло-
женная в работах [7, 8]. 

Проведенные исследования позволили 
уточнить имеющиеся и получить новые зави-
симости предельного момента Мпр от парамет-
ров ВЗП. 

 
Математическая модель. Основной причиной 
проскока генератора волн является упругая де-
формация деталей ВЗП, поэтому для определе-
ния предельного момента Мпр выполняют рас-
чет упругого взаимодействия элементов ВЗП. 
При расчете учитывают упругие деформации 
ГК и ЖК, наружного кольца гибкого подшип-
ника (ГП), контактные деформации в ГП, изги-
бные деформации вала кулачка, смещение эле-
ментов ВЗП как жестких тел. Для определения 
сил взаимодействия элементов передачи ис-
пользуют ее пространственную модель [7, 9, 10]. 

Разрешающая система уравнений учитывает 
возможность взаимодействия: ГК и ЖК по бо-
ковым и наружным поверхностям зубьев, по-
верхностей ГК и наружного кольца ГП, а также 
тел качения с дорожками качения ГП. При со-
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ставлении этих уравнений используют метод 
Бубнова–Галеркина. 

Распределенные по поверхностям силы взаи-
модействия элементов ВЗП заменяют поверх-
ностными силами с кусочно-линейным распре-
делением. Для этого взаимодействующие по-
верхности разбивают на прямоугольные 
подобласти. Каждому узлу сетки ставят в соот-
ветствие безразмерную функцию Куранта φi  
[11], которая представляет собой шестиугольную 
пирамиду с единичной высотой. В качестве ба-
зисных функций используют функции 

φu  / ,3i i iS  где iS  — площадь основания пира-
миды. Базисные функции ui  представляют со-
бой шестиугольные пирамиды с единичным 
объемом. 

Таким образом, интенсивность распреде-
ленной силы взаимодействия двух поверхно-
стей представляют линейной комбинацией ба-
зисных функций 
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где коэффициенты kF  имеют размерность си-
лы, их определяют в результате расчета разре-
шающей системы уравнений и неравенств [8]. 

Перемещения в узловых точках поверхности 
взаимодействия ГК и ГП от действия единичных 
сил u1 k  (коэффициенты влияния) определяют с 
использованием линейной теории оболочек. Ко-
эффициенты влияния боковых поверхностей 
зубьев ГК складываются из глобальных переме-
щений, вызванных деформацией оболочки ГК и 
зубьев. Глобальные перемещения вычисляют по 
линейной теории оболочек. Деформацию зубьев 
ГК и коэффициенты влияния боковых поверх-
ностей зубьев ЖК определяют методом конеч-
ных элементов с использованием простран-
ственных элементов первого порядка. 

Силы взаимодействия тел качения с дорож-
ками качения ГП считают сосредоточенными. 
Сближения указанных тел находят по форму-
лам Герца. Коэффициенты влияния наружной 
поверхности ГК определяют по линейной тео-
рии оболочек, а коэффициенты влияния 
наружной поверхности ЖК — методом конеч-
ных элементов. 

Система разрешающих уравнений представ-
ляет собой совокупность канонических уравне-
ний метода сил, уравнений равновесия ЖК, ГК, 
наружного кольца ГП, кулачка и неравенств, вы-
ражающих односторонний характер взаимодей-
ствия деталей: 
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где D  — приведенная матрица узловых подат-
ливостей; C  — матрица, учитывающая подат-
ливость опор кулачка, ГК и ЖК; F — вектор сил 
взаимодействия контактируемых поверхностей 
(для распределенных по поверхности сил эле-
менты этого вектора равны коэффициен-
там F ,k  входящим в выражение (1));   и  0  — 
векторы приведенных зазоров в узловых точках 
между поверхностями в деформированном и 
недеформированном состоянии; a — вектор 
смещения звеньев ВЗП как жестких тел; G  — 
матрица, связывающая приращение вектора 
приведенных зазоров   с вектором смеще-
ния a; B — вектор внешних сил и моментов, 
содержащий только один ненулевой элемент 
(момент сопротивления на ГК); δ j  — элементы 
вектора  ;  jF  — элементы вектора F. 

Расчет выполняют в следующей последова-
тельности. 

1. При нулевом значении момента сопро-
тивления на выходном валу методом введения 
восстанавливающих сил [9] решают систему 
разрешающих уравнений (2). В результате рас-
чета определяют зоны контакта взаимодей-
ствующих деталей (узлы, в которых зазоры δ j  
равны нулю). При этом предполагают, что ин-
терференции зубьев на холостом ходу нет и, 
следовательно, зубья ГК и ЖК не могут взаимо-
действовать наружными поверхностями. 

2. Далее постепенно увеличивают момент 
сопротивления на выходном валу Mс. При каж-
дом значении Mс угол поворота кулачка к  из-
меняют от 0 до 90° с небольшим шагом. Для 
каждого значения к  выполняют расчет упру-
гого взаимодействия элементов передачи. Та-
кие вычисления необходимы для определения 
возможности проскока генератора, который 
происходит в случае, когда все зубья одной по-
луволны ГК взаимодействуют с зубьями ЖК 
только по наружным поверхностям. 

Расчет системы (2) при наличии интерфе-
ренции зубьев осложняется тем, что заранее 
неизвестно, какими поверхностями (наружны-
ми или боковыми) могут взаимодействовать 
зубья ГК и ЖК. Для определения поверхностей 
возможного контакта зубьев вычисления вы-
полняют по шагам путем постепенного увели-
чения момента сопротивления Mc и угла пово-
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рота кулачка. Для определения поверхности 
возможного контакта пары зубьев рассматри-
вают результаты двух вариантов расчета, пер-
вый из которых соответствует предыдущему 
шагу нагружения, второй — текущему шагу, т. 
е. расчету после поворота кулачка на неболь-
шой угол Δ  без смены возможных поверхно-
стей контакта всех пар зубьев. 

При этом возможны следующие случаи. 
1. В первом варианте расчета заход j-й пары 

зубьев jh  (зазор между наружными поверхно-
стями пары зубьев, взятый с обратным зна-
ком) имеет отрицательное значение. Во вто-
ром варианте jh  принимает положительное 
значение, а зазор между рабочими боковыми 
поверхностями этой же пары зубьев  j  — от-
рицательное значение. В этом случае возмож-
ными поверхностями контакта j-й пары зубьев 
считаются наружные поверхности зубчатых 
колес (интерференция зубьев на входе в за-
цепление). 

2. Пара зубьев взаимодействует боковыми 
поверхностями до поворота кулачка, а после 
его поворота на угол Δ  заход jh  этой пары 
зубьев становится отрицательным. В этом слу-
чае возможные поверхности контакта j-й пары 
зубьев меняются с боковых на наружные по-
верхности зубчатых колес (срыв зуба ГК из впа-
дины на вершину ЖК). 

3. Пара зубьев взаимодействует наружными 
поверхностями до поворота кулачка, а после 
его поворота на угол Δ  боковой зазор  j  этой 
пары зубьев становится положительным. 
В этом случае возможные поверхности контак-
та j-й пары зубьев меняются с наружных на бо-
ковые поверхности зубчатых колес (срыв зуба 
ГК с вершины во впадину ЖК). 

Более подробно пространственная модель 
ВЗП изложена в работах [7, 8]. 

 
Результаты исследования. Исследование вли-
яния различных параметров на предельный 
момент Mпр проводили на примере ВЗП с ку-
лачковым генератором волн и ГК, выполнен-
ным в виде стакана с гибким дном. Рассматри-
ваемая передача имела следующие основные 
параметры: число зубьев ЖК (обозначено ин-
дексом b) 172;bZ  число зубьев ГК (обозна-
чено индексом g) 170;gZ  коэффициенты 
смещения ЖК и ГК  4,35bX  и  4,22;gX  мо-
дуль зацепления m = 0,7 мм; толщина оболоч-
ки ГК 0h  = 1,1 мм; толщина зубчатого венца во 
впадине ГК 1 1,3 ммh ; длина оболочки ГК 

L = 120 мм; ширина зубчатого венца ГК b = 
= 13 мм; толщина ЖК  21 мм;bh  наружный 
диаметр ГП 120 мм;пD  ширина ГП В = 
= 20 мм; относительная максимальная радиаль-
ная деформация ГК 0 / 1,1;w m  глубина захода 
зубьев  ;dh m  радиальный зазор в ГП rG  
= 26 мкм. Номинальный момент номM  
= 400 Н м.  Погрешность установки кулачка 
соответствует седьмому квалитету точности де-
талей ВЗП. Другие параметры передачи приве-
дены в работе [7]. 

Рассмотрим влияние на предельный момент 
Мпр следующих параметров: деформации 0w  и 
формы деформирования ГК, глубины захода 
зубьев ,dh  толщины оболочки ГК 0 ,h  длины 
оболочки ГК L, толщины ЖК ,bh  радиального 
зазора в ГП ,rG  угла профиля исходного конту-
ра   и предварительного натяга в зубчатом за-
цеплении. Исходные значения этих параметров 
приведены выше. При изменении одного из них 
все другие параметры остаются неизменными.  
В приведенных ниже расчетных зависимостях 
использован относительный предельный мо-
мент 

пр ,M  равный отношению предельного мо-
мента прM  к номинальному ном .M  

На рис. 1 приведена зависимость относи-
тельного предельного момента от относитель-
ной радиальной деформации ГК  0 0 / .w w m  
При увеличении радиальной деформации 
ГК 0w  предварительный натяг в зубчатом за-
цеплении и глубина захода зубьев не изменяют-
ся, что обеспечивается соответствующим изме-
нением коэффициента смещения и радиуса 
окружности вершин ЖК. С увеличением ради-
альной деформации 0w  возрастает боковой за-
зор на входе в зацепление. Это приводит к по-
вышению момента, при котором наступает ин-
терференция зубьев, и, следовательно, к росту 
предельного момента пр .M  

На рис. 2 показано влияние относительной 
глубины захода зубьев   /d dh h m  на относи-

 
Рис. 1. Зависимость относительного предельного 

момента 
прM  от относительной радиальной  
деформации ГК 

0w  
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тельный предельный момент ВЗП 
пр .M  Уве-

личение dh  с 0,6 до 1,2 мм выполняют путем 
соответствующего изменения радиуса окруж-
ности вершин ГК. С ростом глубины захода 
зубьев предельный момент увеличивается по-
чти по линейному закону. 

Для выявления зависимости предельного 
момента от толщины оболочки ГК 0h  рассмот-
рены три варианта расчета с различными значе-
ниями 0h  и толщины зубчатого венца во впа-
дине ГК 1:h  1) 0 0,8 мм,h  1  1,1 мм;h  
2) 0 1,1 мм; h  1 1,3  мм;h  3) 0 1,3 мм;h  

1 1,5 мм.h  Как видно из рис. 3, с ростом тол-
щины оболочки ГК предельный момент повы-
шается незначительно. Увеличение 0h  на 0,4 мм 
приводит к росту предельного момента всего на 
12 %, который объясняется повышением кру-
тильной и радиальной жесткости ГК. Это при-
водит к уменьшению угла закрутки ГК и, следо-
вательно, к увеличению момента сопротивления, 
при котором наступает интерференция зубьев. 

На рис. 4 приведены зависимости относи-
тельного предельного момента 

прM  от относи-
тельной толщины ЖК   / ,b bh h m  радиального 
зазора в ГП rG  и угла главного профиля исход-
ного контура . 

Увеличение толщины ЖК bh  уменьшает его 
радиальную деформацию, что, в свою очередь 

приводит к росту предельного момента (см. 
рис. 4, а). Толщина ЖК оказывает существенное 
влияние на предельный момент только при 

 30 .bh m  При  30bh m  деформация ЖК неве-
лика, поэтому bh  незначительно влияет на пр .M  

В результате износа в ГП увеличивается ра-
диальный зазор. Изменение зазора Gr с 26 до 
78 мкм уменьшает предельный момент по ли-
нейному закону (см. рис. 4, б), что объясняется 
уменьшением радиальной деформации ГК. 

Большое влияние на предельный момент 
прM  оказывает угол главного профиля исход-

ного контура (см. рис. 4, в). Увеличение угла   
с 20 до 28° приводит к росту прM  в 1,7 раза. Это 
связано с изменением деформации ГК под 
нагрузкой, происходящей вследствие увеличе-
ния угла наклона сил взаимодействия зубьев. 

Исследование влияния длины оболочки 
гибкого колеса L на предельный момент прM  
проводили при различных значениях относи-
тельной длины оболочки ГК: L* = L/Dп = 1,0; 
0,75; 0,5. Расчеты показали, что уменьшение L* в 
указанных пределах снижает прM  приблизи-
тельно на 20 %. 

Исследование влияния начального зазора в 
зубчатом зацеплении 0 на предельный мо-
мент прM  выполняли путем изменения коэф-
фициента ширины впадины ГК. Расчеты про-

 
Рис. 2. Зависимость относительного предельного 

момента 
прM  от относительной глубины 
 захода зубьев 

dh  
 

 
Рис. 3. Зависимость относительного  

предельного момента 
прM   

от толщины оболочки ГК 0h  
 

 
Рис. 4. Зависимости относительного предельного момента 

прM  от относительной толщины ЖК 
bh  (а),  

радиального зазора в ГП Gr (б) и угла главного профиля исходного контура  (в) 
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водили при 0 = 0,1m; 0; –0,1m. Отрицательное 
значение 0 соответствует предварительному 
натягу. Результаты исследования показали от-
сутствие влияния начального зазора или натя-
га в зубчатом зацеплении на предельный мо-
мент пр .M  

Выводы 
1. Результаты теоретических исследований, 

приведенные в статье, и экспериментальные 
данные, представленные в работе [3], показы-
вают, что на предельный момент ВЗП суще-
ственное влияние оказывают радиальная де-
формация ГК, глубина захода зубьев и толщина 
оболочки ГК. 

2. Установлено незначительное влияние 
длины оболочки ГК и предварительного натяга 
в зубчатом зацеплении на предельный момент 

ВЗП, что не согласуется с данными, приведен-
ными в работе [3]. 

3. Расчетным путем получены ранее неис-
следованные зависимости предельного момента 
от толщины ЖК, радиального зазора в ГП, угла 
главного профиля исходного контура и формы 
деформирования ГК. 

4. Установлено, что форма деформирования 
ГК и толщина ЖК при толщине ЖК  30bh m  
незначительно влияют на предельный момент. 

5. В представленной работе предельный мо-
мент определен из условия отсутствия проскока 
генератора волн. Для рассматриваемой передачи 
предельный момент может превышать номи-
нальный в 6–8 раз. Такие большие значения мо-
мента сопротивления могут вызывать пластиче-
ские деформации элементов ВЗП, поэтому при 
определении предельного момента необходимо 
проводить расчет на статическую прочность. 
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