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Использование методов

математической статистики

при контроле точности изготовления

валов редуктора

С.В. Албул, Л.В. Седых

Проанализирована точность изготовления валов редуктора методами

математической статистики. Расчет базируется на предположении,

что диаметр данного участка вала — нормально распределенная случай-

ная величина. По выборке из партии деталей вычисляются оценки для

среднего квадратического отклонения и проверяется соответствие тео-

ретического поля допуска с расчетным. Приведена проверка того, что

рассматриваемая выборка является случайной.

Ключевые слова: контроль качества, поле допуска, нормальное рас-
пределение, оценки параметров, критерий Колмогорова.

Use of Mathematical Statistics

Methods for the Precision Control

of the Gear Shaft Production

S.V. Albul, L.V. Sedykh

The precision of the gear shaft production has been analysed by the mathematical

statistics methods. Calculations are based on the assumption that the diameter of a

given part of the shaft is a normally distributed random variable. Using a sample from

a given set of machine parts the estimations for the standard deviation are calculated

and the correspondence of the theoretical tolerance is checked against the calculated

one. In the conclusion a considered sample is checked to be random.

Keywords: quality control, tolerance, normal distribution, parameter
estimations, Kolmogorov test.
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Важнейшим этапом производства является
контроль качества выпускаемой продук-

ции. В крупносерийном производстве изме-
рить каждое изделие невозможно, поэтому для
анализа качества продукции используют мето-
ды математической статистики [ ]1 .

В математической статистике изучают свой-

ства и количественные характеристики случай-

ных величин по небольшим выборкам их зна-

чений. Применительно к практическим зада-

чам технологии машиностроения, это означает,

что для анализа конкретной числовой характе-

ристики деталей большой партии необходимо

измерить эту характеристику у небольшой их

случайной выборки. По полученным результа-

там можно сделать заключение о точности из-

готовления деталей всей партии [2].

Продемонстрируем применение методов ма-

тематической статистики на примере анализа

точности изготовления деталей типа вала ре-

дуктора. Диаметр вала в идеале должен быть

равен заданной величине a. Истинный же диа-

метр X вала отличается от номинального зна-

чения a. Величина X является случайной

и наша задача изучить свойства этой величины

по выборке ее значений x xn1 , ,K небольшого

объема n.

Пусть необходимо произвести контроль
1 500 валов редуктора. Выберем случайным
образом 50 тихоходных валов и измерим диа-
метр консольного участка вала, мм (табл. 1).

Для удобства дальнейших вычислений соста-

вим табл. 2 выборочных значений x i в порядке

возрастания и с указанием их кратностей k i .

Диаметр X является непрерывной случай-

ной величиной, которая обычно распределена

по нормальному закону (закону Гаусса). Этот

закон полностью определяется двумя числовы-

ми характеристиками: математическим ожида-

нием M X( ) и дисперсией D X( ) (или средним

квадратическим отклонением ( )σ( )X D X= ).

Пусть задан диаметр вала с допуском 50 7h .
Тогда M X a( ) ,= =49 985. Далее определена
оценка для σ( )X .

Выборочной средней X n выборки называется

среднее арифметическое выборочных значений

X
x x

n
n

n=
+ +1 K

.

В нашем случае

Выборочной дисперсией Dn выборки xi,...,xn

называется среднее арифметическое квадратов
отклонений выборочных значений от выбороч-
ного среднего:
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Таблица 1

49,973 49,978 49,980 49,983 49,994 49,985 49,988 49,986 49,987

49,977 49,979 49,982 49,984 49,991 49,987 49,987 49,987 49,986

49,981 49,980 49,993 49,994 49,981 49,986 49,985 49,988 49,990

49,997 49,984 49,983 49,988 49,995 49,991 49,986 49,991 49,989

49,978 49,998 49,995 49,989 49,992 49,985 49,987 49,985 49,987

49,987 49,986 49,985 49,984 49,989

Таблица 2

xi 49,973 49,977 49,978 49,979 49,980 49,981 49,982 49,983

ki 1 1 2 1 2 2 1 2

xi 49,984 49,985 49,986 49,987 49,988 49,989 49,990 49,991

ki 3 5 5 7 3 3 1 3

xi 49,992 49,993 49,994 49,995 49,997 49,998

ki 1 1 2 2 1 1



D
x X x X

n
n

n n n=
- + + -( ) ( )1

2 2
K

.

Выборочную дисперсию удобнее считать по
формуле

D
x x

n
Xn

n

n=
+ +

-1
2 2

2
K

( ) .

В нашем случае

D
x x

n
Xn

n

n=
+ +

- =

=
+ + × +

1
2 2

2
K

( )

49,973 49,977 49,978 2 49,2 2 2 979

49,980 2 49,981 2 49,982

49,983 2 4

2

2 2 2

2

50

50

+

+
× + × +

+

+
× + 9,984 3 + 49,985 5

49,986 5 + 49,987 7 + 49,988 3

5

2 2

2 2 2

× ×
+

+
× × ×

0

49,989 3 + 49,990 + 49,991 3

49,992 + 49,993 + 49

2 2 2

2 2

+

+
× ×

+

+
,994 2

49,995 2 + 49,997 + 49,998

2

2 2 2

×
+

+
×

- =

=

50

49 98646

0

2,

,0000273284 мм.

Выборочная дисперсия является смещенной
оценкой дисперсии D X( ) случайной величины
X . Поэтому обычно используют исправленную
выборочную дисперсию

S
n

n
D

x X x X

n
n n

n n n2 1
2 2

1 1
=

-
=

- + + -

-

( ) ( )K

,

которая является несмещенной оценкой для
D X( ).

Хорошей оценкой среднего квадратического
отклонения σ( )X случайной величины X явля-

ется так называемое исправленное выборочное
среднее квадратическое отклонение выборки
x1,...,xn:

S
x X x X

n
n

n n n=
- + + -

-
=

( ) ( )1
2 2

1

K
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В нашем случае

Sn

2 = × »
50

49
0,0000273284 0,0000278861;

Sn » »0,0000278861 0,00528.

Целесообразно также найти доверительный
интервал для среднего квадратического откло-
нения σ( )X величины X .

Напомним, что интервал ( , )x xn n

- + веществен-

ной оси x называется 100γ%-ным доверитель-
ным интервалом для количественной характери-
стики x 0 заданной случайной величины, если

вероятность случайного события{ }x x xn n

- +< <0

равна γ. Наиболее часто полагают γ=0 95, ,
γ=0 99, и γ=0 999, .

Поскольку наша случайная величина X рас-
пределена нормально, то интервал

( )S q n S q nn n( ( )), ( ( ))1 1 1 1- - + -γ γ

является 100γ%-ным доверительным интерва-
лом для среднего квадратического отклонения
случайной величины X . Число q kγ ( ) можно оп-
ределить по специальным таблицам в Интерне-
те (например, http://math.immf.ru/ lections/
207.html). Некоторые значения приведены
в табл. 3.
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X n =
+ + × + + × + ×49,973 49,977 49,978 2 49,979 49,980 2 49,981 2+ + × +

+

+
× × ×

49,982 49,983 2

49,984 3 + 49,985 5 + 49,986 5 + 49

50

,987 7 + 49,988 3 + 49,989 3 + 49,990 + 49,991 3

49,992

× × × ×
+

+

50

+ 49,993 + 49,994 2 + 49,995 2 + 49,997 + 49,998× ×
=

50
49 98646, мм.



Таблица 3

γ 0 95, 0,99 0,999

qγ( )49 0 21, 0 30, 0 43,

Если q nγ ( )- >1 1, то рассматривают интервал

( )0 1 1, ( ( ))S q nn + -γ .

Например, интервал

( )0,00528 0,00528( , ), ( , )

( , , , )

1 0 3 1 0 3

0 03696 0 06864

- + »

»

является 99%-ным доверительным интервалом
для среднего квадратического отклонения ве-
личины X .

Проверим гипотезу H о том, что дисперсию
σ

2 ( )X величины X можно считать равной

σ
2 =0,005 = 0,0000252 . В качестве статистиче-

ского критерия возьмем случайную величину

Y
S

n
n= -
2

2
1

σ
( ),

которая распределена по закону c-квадрат с
k n= -1 степенями свободы.

Пусть Yn — значение критерия Y на выборке
x xn1 , ,K . Зададим уровень значимости α и выбе-
рем конкурирующую гипотезу H c : σ σ

2 2( )X ¹ .

Если

χ χα α/ /( ) ( )2
2

1 2
21 1n Y nn- < < -- ,

то нет оснований отвергать гипотезу H . Если
же Y nn < -χ α / ( )2

2 1 или Y nn > --χ
α1 2

2 1/ ( ), то гипо-

теза H отвергается. Здесь χ α

2 ( )k — квантили

распределения c-квадрат, их можно определить
по таблицам в Интернете (например, http://
ru.wikipedia.org/wiki). Некоторые значения
приведены в табл. 4.

Таблица 4

α 0 005, 0 01, 0 025, 0,05

χ α

2 49( ) 27 249, 28 941, 31 555, 33 930,

α 0,95 0,975 0,99 0,995

χ α

2 49( ) 66 339, 70 222, 74 920, 78 231,

В нашем случае

Yn » × »
0,005282

20 005
49 54 642

,
, .

Следовательно, если α=1%, то справедливы
неравенства:

χ χ0 005
2

0 995
249 27 249 49 78 231, ,( ) , ( ) ,» < < »Yn ,

поэтому можно принять гипотезу H :
σ σ( ) ,X = =0 005 с вероятностью ошибки 1%.

Теперь, согласно правилу трех сигм, можно
определить поле допуска для анализируемой
партии деталей. Поскольку σ=0 005, , то расчет-
ное поле допуска 6 6 0 005 0 03σ= × =, , соответст-
вует заданному 50 7 0 03

0h - , . Поэтому можно сде-

лать вывод, что вся партия деталей изготовлена
фактически без брака.

Все приведенные выше расчеты основаны
на предположении, что выборка x xn1 , ,K слу-
чайная. Справедливость этого предположения
проверяется с помощью критерия Колмогоро-
ва [3].

Пусть x — вещественное число. Обозначим
νx число выборочных значений x xn1 , ,K , мень-
ших x. Тогда функция

F x
n

n

x( )=
ν

называется эмпирической функцией распреде-
ления случайной величины X . Эмпирическая
функция распределения F xn ( ) нашей величины
X задается табл. 5.

Таблица 5

x x£49,973
49,973

49,977

< £

£

x 49,977

49,978

< £

£

x

F xn ( ) 0 1 50/ 2 50/

x
49,978

49,979

< £

£

x 49,979

49,980

< £

£

x 49,980

49,981

< £

£

x

F xn ( ) 4 50/ 5 50/ 7 50/

x
49,981

49,982

< £

£

x 49,982

49,983

< £

£

x 49,983

49,984

< £

£

x

F xn ( ) 9 50/ 10 50/ 12 50/

x
49,984

49,985

< £

£

x 49,985

49,986

< £

£

x 49,986

49,987

< £

£

x

F xn ( ) 15 50/ 20 50/ 25 50/
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x
49,987

49,988

< £

£

x 49,988

49,989

< £

£

x 49,989

49,990

< £

£

x

F xn ( ) 32 50/ 35 50/ 38 50/

x
49,990

49,991

< £

£

x 49,991

49,992

< £

£

x 49,992

49,993

< £

£

x

F xn ( ) 39 50/ 42 50/ 43 50/

x
49,993

49,994

< £

£

x 49,994

49,995

< £

£

x 49,995

49,997

< £

£

x

F xn ( ) 44 50/ 46 50/ 48 50/

x
49,997

49,998

< £

£

x
x>49,998

F xn ( ) 49 50/ 1

Пусть F x( ) — истинная функция распреде-
ления величины X . Рассмотрим случайную ве-
личину

(

)

Y n F x F x

F x F x

i n
n i i

n i i

= -

+ -

=
max (max | ( ) ( )| ,

| ( ) ( )| ,

, ,1

0

K

где F xn i( )+0 — предел справа функции F xn ( )
в точке x i . При достаточно больших n функция
распределения этой случайной величины при-
близительно равна функции распределения
Колмогорова K x( ) .

Проверим гипотезу H о том, что выборка
x xn1 , ,K является набором независимых значе-
ний случайной величины X .

ПустьYn — значение величиныY на выборке
x xn1 , ,K . Зададим уровень значимости α. Если

K Y Kn

- -< < -1 12 1 2( / ) ( / )α α ,

то нет оснований отвергать гипотезу H . Если

же Y Kn < -1 2( / )α или Y Kn > --1 1 2( / )α , то ги-

потеза H отвергается. Здесь K x-1 ( ) — значения

обратной функции распределения Колмогоро-

ва. Они определяются по таблицам из Интер-

нета (например, http://helpstat.ru/2012/09/

raspredelenie-statistiki-kolmogorova/). Некото-

рые значения приведены в табл. 6.

Таблица 6

x 0 0025, 0 005, 0 01, 0 5, 0,99 0,995 0 9975,

K x-1( ) 0 40, 0 42, 0 44, 0 83, 1 63, 1 73, 1 83,

В нашем случае

F x
x

( )
,

,
= +

-æ

è
ç

ö

ø
÷1

2

49 985

0 005
Φ ,

где Φ( )x d t

tx

=
-ò1

2

2

2

0π
e — функция Лапласа.

Значения функций F x( ) и F xn ( ) в точках

x xn1 , ,K указаны в табл. 7.

Таблица 7

xi 49,973 49,977 49,978 49,979 49,980 49,981

F xi( ) 0,0082 0,0548 0,08076 0,11507 0,15866 0,21186

F xn i( ) 0 0,02 0,04 0,08 0,1 0,14

F xn i( )+0 0,02 0,04 0,08 0,1 0,14 0,18

xi 49,982 49,983 49,984 49,985 49,986 49,987

F xi( ) 0,27425 0,34458 0,42074 0,5 0,57926 0,65542

F xn i( ) 018, 0 2, 0 24, 0 3, 0 4, 0 5,

F xn i( )+0 0 2, 0 24, 0 3, 0 4, 0 5, 0,64

xi 49,988 49,989 49,990 49,991 49,992 49,993

F xi( ) 0,72575 0,78814 0,84134 0,88493 0,91924 0,94521

F xn i( ) 0,64 0,7 0,76 0,78 0,84 0,86

F xn i( )+0 0,7 0,76 0,78 0,84 0,86 0,88

xi 49,994 49,995 49,997 49,998

F xi( ) 0,96407 0,97725 0,99180 0,99534

F xn i( ) 0 88, 0 92, 0 96, 0 98,

F xn i( )+0 0 92, 0 96, 0 98, 1

Из этих данных следует, что значение крите-

рия Колмогорова на выборке x xn1 , ,K

Yn »1 28, .

Поскольку 0 42 173, ,< <Yn , то можно принять

гипотезу о независимости данных с вероятно-

стью ошибки α=1%.

В заключение следует отметить то, что ис-

пользование методов математической статист-

ки в различных областях производства осно-

вано на предположении о случайности рас-

сматриваемой выборки из партии готовой

продукции. Поэтому проверка этого предполо-

жения при помощи критерия Колмогорова яв-

ляется необходимым элементом для уверенно-
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сти в законности полученных выводов о каче-
стве всей партии.

Отметим, что проведенные нами расчеты
основаны на предположении о нормальности
распределения диаметра вала, как случайной
величины. Однако при использовании совре-
менных станков с ЧПУ, допускающих адаптив-
ный контроль за размером детали, это не всегда
так. Поэтому, если проверка на случайность
выборки дает отрицательный результат, то это
может также сигнализировать о не нормально-
сти распределения изучаемой случайной вели-
чины.

В случае серьезных оснований считать закон
распределения рассматриваемой случайной ве-
личины не нормальным, необходимо прове-
рить гипотезу о другом типе распределения,
а затем вновь воспользоваться критерием Кол-
могорова для проверки случайности выборки.
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