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Создание перспективных авиационных двигателей с редукторным приводом вентилято-
ра требует совершенствования методов проектирования и оценки прочности зубчатых 
колес высоконагруженных планетарных редукторов. Разработана гибридная динамиче-
ская модель планетарного редуктора привода вентилятора газотурбинного двигателя, 
позволяющая оценивать динамические нагрузки в зацеплениях зубчатых колес и на 
опорах редуктора во всем диапазоне частот. В модели использован метод конечных эле-
ментов для получения функций кинематической погрешности, переменной жесткости 
зацепления и распределения изгибных и контактных напряжений в зубьях по всей фазе 
зацепления. Исследовано влияние податливости опор центральных колес и соотноше-
ния фаз зацеплений сателлитов на динамические напряжения в системе. На основе со-
зданной динамической модели выработаны рекомендации по снижению динамических 
нагрузок в планетарных редукторах турбореактивных двухконтурных двигателей. 
Ключевые слова: зубчатые передачи, планетарный редуктор, динамическая модель, 
параметрические колебания, метод конечных элементов, динамические напряжения. 

Development of advanced geared turbofan engines requires improving methods of design 
and strength analysis of power gears of the planetary mechanisms. The authors propose a 
hybrid dynamic model of a planetary gear set for a turbofan engine that allows estimating 
dynamic loads in the meshed gears and on the supports of the reduction gear in the whole 
range of rotational speeds. The finite element method is used in this model to obtain func-
tional relations of composite deviations, variable stiffness of meshing and distribution of the 
full bending and contact stresses in the meshed teeth. The effect of stiffness of the sun gear 
supports and the ratio between the satellite mesh phases on the dynamic stresses in the sys-
tem is analyzed. The proposed dynamic model is used to develop recommendations on re-
ducing dynamic loads in planetary gear sets of turbofan engines. 
Keywords: gears, planetary gear set, dynamic model, parametric vibrations, finite element 
method, dynamic stresses. 

В настоящее время перспективным направле-
нием развития авиационного двигателестрое-
ния является разработка турбореактивных 
двухконтурных двигателей (ТРДД) с редуктор-

ным приводом вентилятора. Применение пла-
нетарного редуктора в конструкции ТРДД с вы-
сокой степенью двухконтурности (рис. 1) [1] 
обеспечивает оптимальную частоту вращения 
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вентилятора при использовании малоступенча-
той быстроходной турбины низкого давления, в 
результате чего достигается высокая топливная 
экономичность, снижение шума и эмиссии от-
работавших газов двигателя [2]. 

К наиболее сложным проблемам при проек-
тировании и расчете высоконагруженных ре-
дукторов (их мощность достигает 20…30 МВт 
при массе 240…320 кг) относится оценка дина-
мических нагрузок в зацеплениях зубчатых ко-
лес, которые, являясь источниками возбужде-
ния высокочастотных вибраций во всем двига-
теле, способны привести к разрушению лопаток 
и дисков турбин ТРДД. При разработке редук-
торов транспортного машиностроения в расче-
тах на прочность зубчатых колес в соответ-
ствии с требованиями стандартов (IS0 6336 [3], 
DIN 3990 [4], ГОСТ 21354–87 [5]) динамические 
нагрузки учитываются через коэффициент ди-
намичности Kv, зависящий от частоты враще-
ния колес и точности их изготовления. Влияние 
податливости опор, параметров зацепления и 
элементов конструкции редуктора не принима-
ется во внимание, а вибрации замыкаются 
обычно на массивных корпусах редукторов. 
Для редуктора привода вентилятора перспек-
тивного ТРДД такой подход не позволяет 
учесть расчетным путем эффективность приме-
нения технических решений, направленных на 
снижение динамических нагрузок. Все это обу-
словливает необходимость разработки методов 
оценки вибрационных нагрузок в редукторе и 
изучения их влияния на вибронапряженность 
деталей двигателя. 

Для исследования динамических процессов в 
планетарных редукторах обычно используют 
динамические модели двух типов: математиче-
ские с сосредоточенными параметрами, в кото-
рых зубчатое зацепление представлено в виде 
жестких дисков, соединенных упругодемпфиру-
ющей связью [6], и модели, основанные на ис-
пользовании метода конечных элементов (МКЭ) 
[7, 8] и позволяющие наиболее точно учитывать 
податливость всех элементов трансмиссии. В 
работах Э.Л. Айрапетова и М.Д. Генкина [9, 10] 
применен метод динамических податливостей, 
предполагающий разбиение динамической си-
стемы планетарного механизма на подсистемы, 
связанные условиями совместности деформа-
ций. В статьях А. Кахрамана [7, 11] и Р. Паркера 
[8] использованы конечно-элементные модели 
планетарных механизмов в динамической по-
становке на основе созданного ими программно-

го пакета МКЭ. В этих моделях более точно 
учтены деформации тел зубчатых колес и их 
опор. Однако такой способ требует больших за-
трат машинного времени, поэтому расчет про-
водят на упрощенной конечно-элементной сет-
ке, т. е. подробное влияние кинематической по-
грешности зацепления не учитывают. 

Цель работы — разработка гибридной дина-
мической модели планетарного редуктора, со-
четающей в себе преимущества моделирования 
зацепления зубчатых колес с помощью МКЭ и 
решения задач динамики аналитическими ме-
тодами. 

 
Описание динамической модели планетарно-
го редуктора. В планетарных редукторах при-
вода вентилятора современных ТРДД входным 
звеном является солнечная шестерня (СШ), со-
единенная с валом турбины низкого давления, а 
эпициклическая шестерня (эпицикл) связана 
через податливую ступицу с валом привода 
вентилятора. Динамическая модель с сосредо-
точенными параметрами для планетарного ря-
да с остановленным водилом представлена на 
рис. 2, а. Для упрощения системы рассмотрен 
планетарный ряд с тремя сателлитами. Основ-
ная подсистема модели редуктора — гибридная 
динамическая модель зацепления пары зубча-
тых колес (рис. 2, б) [6, 12]. 

В работе [12] показано, что для наиболее 
точной оценки основного источника возбужде-
ния в зацеплении пары зубчатых колес — ки-
нематической погрешности, включающей в се-
бя как деформации зубьев под нагрузкой, так и 
технологические отклонения, моделирование 
функции переменной жесткости зацепления 

 
Рис. 1. Схема редукторного двигателя PW1100G: 
1 — вентилятор; 2 — планетарный редуктор привода  
вентилятора; 3 — камера сгорания; 4 и 5 — турбины  
низкого и высокого давления; 6 и 7 — компрессоры  

высокого и низкого давления 
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с помощью МКЭ в квазистатической постанов-
ке является эффективным. Переменная жест-
кость зацепления — источник параметрических 
колебаний системы с кинематическим возбуж-
дением. При этом необходимо учитывать нели-
нейные эффекты, определяемые условием по-
тери контакта зубьев [12]. 

Для оценки поведения нелинейной системы 
зубчатых колес планетарного механизма рас-
смотрим систему с N = n + 2 сосредоточенными 
присоединенными массами (см. рис. 2, а), со-
единенными упругодемпфирующими связями, 
где n — количество сателлитов планетарного 
редуктора. Система уравновешена приложен-

 
Рис. 2. Схема динамической модели планетарного механизма с сосредоточенными параметрами: 

а — общий вид модели редуктора; б — подсистема СШ–сателлит–эпицикл; 1 — эпицикл; 2 — водило;  
3 — i-й сателлит; 4 — СШ 
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ными к СШ и эпициклу крутящими моментами 
Me и Ms соответственно. 

Записав для модели, представленной на 
рис. 2, уравнения Лагранжа с обобщенными 
координатами φ, x и y для каждого тела, полу-
чим следующие системы уравнений движения: 

• для СШ 
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• для i-го сателлита 
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• для эпицикла 
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где , ,s i eJ J J  и ,  ,  bs bi ber r r  — моменты инерции и 
радиусы основных окружностей СШ, i-го сател-
лита и эпицикла соответственно;      ,  , ,  ,s i e sx  
    , ,  , ,i e s i ex x y y y  — угловые, горизонтальные и 
вертикальные ускорения СШ, i-го сателлита и 
эпицикла соответственно; ,dyn

siF  dyn
eiF  и ,damp

siF  
damp

eiF  — динамические упругие и демпфирую-
щие силы СШ и эпицикла соответственно; 

( ) sM t  и ( )eM t  — внешние крутящие моменты, 
приложенные к СШ и эпициклу; , ,s i em m m  и 

( , )b x y sk ,  ,b x y ik , ( , )b x y ek  — массы тел и жесткости 
опор СШ, i-го сателлита и эпицикла соответ-
ственно; , ,s i ex x x  и , ,s i ey y y  — горизонталь-
ные и вертикальные перемещения СШ, i-го са-
теллита и эпицикла соответственно;   , ,s i ex xx  и 
  , ,s i ey y y  — горизонтальные и вертикальные 

скорости СШ, i-го сателлита и эпицикла соот-
ветственно;  — угол профиля зубьев; i  — уг-
ловая координата положения оси сателлита, 
  2 / .i i n  

Динамические упругие и демпфирующие си-
лы в зацеплениях колес редуктора также зави-
сят от взаимного перемещения тел колес: 
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где   ,  ,s i e  и     ,  ,s i e  — угловые перемеще-
ния и скорости вращения СШ, i-го сателлита и 
эпицикла соответственно; ( )ek t  — периодиче-
ские функции жесткости зацеплений СШ–
сателлит и сателлит–эпицикл; ( )se t  и ( )ee t  — 
функции кинематической погрешности зацеп-
лений СШ–сателлит и сателлит–эпицикл, зада-
ющие дополнительное перемещение профилей 
зубьев друг относительно друга; zc  и ec  — ко-
эффициенты демпфирования зацеплений СШ–
сателлит и сателлит–эпицикл (выбирают на ос-
нове результатов экспериментов). 

На практике отклонение окружного шага 
различается для каждого зуба, поэтому функ-
ции ( )se t  и ( )ee t  изменяются одновременно с 
роторной частотой. В исследовании рассмат-
ривались варианты погрешности профиля че-
рез ошибки окружного шага по гармониче-
скому закону с амплитудой, соответствующей 
степени точности изготовления колес, либо 
кинематическая погрешность принималась 
постоянной для каждого зуба, что допустимо 
при сделанном выше предположении о малом 
влиянии данного источника возбуждения для 
колес, изготовленных с высокой степенью 
точности (4-й и выше). 
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Для компенсации неравномерности распре-
деления нагрузок между зацеплениями сател-
литов в высоконагруженных планетарных ре-
дукторах СШ устанавливают на так называемой 
плавающей подвеске, которая обычно пред-
ставляет собой консольно закрепленное на 
шлицах рессоры зубчатое колесо (рис. 3). 

На рис. 3 показана схема соединения СШ с 
помощью запатентованной [1] конструкции 
гибкого вала с волнообразными коленами. СШ 
под действием нагрузок от зацепления с ше-
стернями сателлитов может совершать ради-
альные перемещения до выборки зазоров в за-
цеплениях зубьев, что обеспечивает более рав-
номерное распределение нагрузок между 
сателлитами, компенсируя тем самым погреш-
ности их профилей зубьев и окружных шагов. 
Волнообразные колена на валу шестерни поз-
воляют сохранять параллельность осей СШ и 
сателлитов даже при больших радиальных 
смещениях. Поэтому жесткость опоры СШ bsk  
на несколько порядков ниже аналогичных па-
раметров сателлитов и венцовой шестерни, чьи 

оси установлены на подшипниковых опорах, 
для которых значение жесткости выбирают из 
справочной литературы. Однако параметры 
податливости «плавающей» подвески, исполь-
зуемой обычно для снижения вибраций в пла-
нетарном редукторе, нельзя рассчитать без его 
подробной динамической модели. 

Основываясь на результатах экспериментов 
[10], можно сделать вывод, что динамическое 
поведение передачи зависит от параметриче-
ского возбуждения, вызванного переменной 
жесткостью зацепления kz(t, M), которая явля-
ется функцией времени и нагрузки и зависит в 
первую очередь от числа находящихся в за-
цеплении зубьев. Подробное моделирование, 
выполненное с помощью МКЭ в работе [12], 
учитывает влияние контактирующих зубьев на 
характер кинематической погрешности зацеп-
ления (рис. 4). Применение МКЭ для модели-
рования жесткости зубьев позволяет учитывать 
влияние профильной модификации зубьев на 
распределение нагрузок по фазе зацепления. 
Использование профильной модификации 

 
Рис. 3. Привод СШ планетарного редуктора ТРДД 

 
Рис. 4. Зависимость жесткости зацепления kz от угла поворота  зубчатого колеса  

при различных параметрах профильной модификации: 
1 — без модификации; 2 — hв = 45 мкм; 3 — hв + hн = 45 мкм + 70 мкм; 4 — hв = 95 мкм 
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также является одним из основных способов 
снижения динамических нагрузок в зацепле-
нии, достигаемого изменением геометриче-
ских параметров вершины hв и ножки hн зуба 
при шлифовании в упреждение искажения его 
формы при деформации под нагрузкой. 

На рис. 4 показаны графики периодической 
функции жесткости зацепления для прямозу-
бой передачи с различными параметрами мо-
дификации вершины зуба (фланкирования) и 
совместной модификации вершины и ножки 
зуба. Как видно из рисунка, даже незначитель-
ное по величине фланкирование существенно 
изменяет форму кривой жесткости зацепления, 
что определяет также изменение возбуждения 
динамических нагрузок. 

Полученная на рис. 4 периодическая функция 
жесткости зацепления ( )zk t  может быть исполь-
зована при решении системы уравнений, если ее 
аппроксимировать, разложив в ряд Фурье: 

  


    0
1

( ) cos ,
N

z n z n
n

k t k k n t  

где 0k  — средняя постоянная жесткость зацеп-
ления; z  — частота пересопряжения зубьев 
(количество входов в зацепление зубьев за еди-
ницу времени); n  — фазовый угол n-й гармо-
ники. 

Определение динамических нагрузок в за-
цеплениях колес планетарного редуктора с по-
мощью разработанной гибридной модели про-
водят в два этапа. На первом находят распреде-
ление изгибных и контактных напряжений 
зубьев по фазе зацепления при статическом 

нагружении с помощью моделирования МКЭ 
(рис. 5). На втором этапе строят амплитудно-
частотную характеристику (АЧХ) системы ре-
дуктора для коэффициента динамичности во 
всем диапазоне частот вращения. 

Экспериментальные исследования динами-
ки зубчатых передач показали, что при резо-
нансных режимах работы зубчатой передачи 
динамические нагрузки возрастают в 2–4 раза, а 
работа передачи может сопровождаться размы-
канием зубьев [2, 10]. Возможность размыкания 
зубьев в модели определяется условием потери 
упругой и демпфирующей связей в зацеплении 
в момент отрицательного значения разности 
взаимных перемещений зубьев до выборки бо-
кового зазора  min ,nj  после чего восстанавлива-
ется контакт передачи между нерабочими бо-
ковыми поверхностями зубьев [12]: 
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В работе [6] отмечено, что при условии (4) 
максимальный уровень динамических напря-
жений в зацеплении при проходе через резо-

 
Рис. 5. Распределение изгибных напряжений f  во впадине зубьев по фазе зацепления для колес  

при различных параметрах профильной модификации: 
1 — без модификации; 2 — hв = 45 мкм; 3 — hв + hн = 45 мкм + 70 мкм; 4 — hв = 95 мкм 
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нанс не превышает определенного значения, 
обусловленного присутствием разрывных ко-
лебаний в системе. 

Таким образом, задача динамики зубчатого 
зацепления сводится к системе нелинейных 
дифференциальных уравнений, коэффициенты 
которых связаны условиями потери контакта 
зубьев (4). 

 
Результаты моделирования. Решение системы 
нелинейных дифференциальных уравнений с 
ограничениями выполнено в программном 
комплексе MATLAB/Simulink для математиче-
ской модели планетарного редуктора с исполь-
зованием явных одношаговых методов числен-
ного интегрирования Рунге–Кутты четвертого 
и пятого порядков. 

Влияние параметров геометрии зубчатых 
колес, нелинейной жесткости зацепления и 
условий потери контакта зубьев на уровни ди-
намических нагрузок подробно рассмотрено в 
работах [12, 13]. Анализ результатов моделиро-
вания динамической системы планетарного 
редуктора проводят по траекториям центров 
масс зубчатых колес редуктора. На рис. 6 пока-
заны траектории колебаний центров масс колес 
планетарного редуктора с тремя сателлитами и 
«плавающей» опорой СШ (   55 10 Н/м)bsk . Как 
видно из рисунка, сателлитные шестерни со-
вершают колебательные движения вдоль линии 
суммарного действия сил в зацеплениях с СШ и 
эпициклом. Вид траектории СШ обусловлен 
сдвигом фаз зацеплений с сателлитами, в ре-
зультате которого жесткости связей СШ, ее 

опоры и сателлитов распределяются несиммет-
рично относительно центра системы планетар-
ного редуктора. 

В реальных конструкциях планетарных ре-
дукторов смещение положения СШ также вы-
звано несогласованностью ошибок шагов и по-
грешностей профилей сателлитов, т. е. проис-
ходит выравнивание статической нагрузки в 
зацеплении за счет большей податливости опо-
ры СШ. В данной модели рассогласованность 
ошибок шагов и погрешностей зубьев сателли-
тов не рассматривалась для сохранения нагляд-
ности влияния конструктивных параметров 
зацепления на динамическое поведение систе-
мы. На рис. 6 показаны результаты моделиро-
вания для разных значений жесткости опоры 
СШ и сочетания фаз зацеплений с сателлитами. 

Совпадение фаз зацеплений СШ–сателлит, 
достигаемое кратностью количества зубьев этой 
шестерни числу сателлитов n, обеспечивает ми-
нимальное смещение центра масс СШ даже при 
ее плавающей подвеске и несогласованности фаз 
зацеплений сателлит–эпицикл (рис. 6, а). 

На рис. 6, б показана траектория СШ на 
«плавающей» опоре при случайном сдвиге фаз 
в зацеплениях с сателлитами, в результате ко-
торого амплитуда колебаний их центра масс 
значительно возрастает, а траектория имеет 
несимметричный характер. 

На рис. 6, в приведена траектория СШ при ее 
установке на подшипниковых опорах, жесткость 
которых может быть больше, чем у зацеплений. 
В этом случае по сравнению с плавающей опо-
рой амплитуда колебаний центра масс уменьша-

 
Рис. 6. Траектории колебаний центра масс СШ: 

а — синфазное зацепление всех сателлитов и СШ на «плавающей» опоре; б — случайный сдвиг фаз зацеплений  
сателлитов и СШ на «плавающей» опоре; в — случайный сдвиг фаз зацеплений сателлитов и СШ, установленной  

на подшипниковых опорах 
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ется, однако возрастают динамические нагрузки 
в зацеплениях, особенно при больших ошибках 
шагов и погрешностей зацеплений. 

На рис. 7 показаны результаты решения си-
стемы уравнений (1)–(3) в рабочем диапазоне 
частот n редуктора с построением АЧХ для ко-
эффициента динамичности. 

Сравнение двух вариантов сочетаний фаз 
зацеплений между СШ и сателлитами в кон-
струкции планетарного редуктора с зафиксиро-
ванным водилом и «плавающей» подвеской СШ 
показывает предпочтительность выбора схемы 
с синфазными зацеплениями для диапазона 
низких частот вращения. При высоких значе-
ниях n в зоне основного резонанса диапазон 
частот с большими динамическими нагрузками 
для данного варианта шире, что может также 
являться следствием неустойчивости парамет-
рических нелинейных колебаний в зацеплениях 
колес редуктора. 

Выводы 

1. Разработана гибридная динамическая мо-
дель планетарного редуктора, позволяющая 
исследовать влияние податливости опор зубча-
тых колес и модификации их профилей на рас-
пределение динамических нагрузок во всем 
диапазоне частот. 

2. Сочетание аналитических методов и МКЭ 
позволяет получать точные оценки динамиче-
ских нагрузок в зацеплениях при невысоких 
временных затратах, что достигается за счет 
моделирования процесса зацепления колес 
МКЭ и учета условия возможной потери кон-
такта зубьев. 

3. Результаты моделирования показали воз-
можность снижения динамических нагрузок в 
зацеплениях планетарных редукторов за счет 
подбора синфазности зацеплений сателлитов с 
центральными колесами. 
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