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При моделировании динамического поведения машин и приборов необходимо учи-
тывать не только конфигурацию деталей, но и условия их соединений. Поскольку 
контактирующие поверхности топологически неидеальны, стык деталей обладает не-
которой дополнительной податливостью, зависящей от контактного давления. Де-
тальное моделирование поверхности контактирующих деталей не представляется 
возможным, так как требует больших вычислительных затрат. В связи с этим широ-
кое распространение получил подход, в котором контактный слой моделируют как 
третье тело нулевой толщины. Таким образом, для точного моделирования надо знать 
распределение давления в контакте. Предложен метод определения контактного дав-
ления в окрестности затянутого одноболтового соединения методом конечных эле-
ментов путем добавления в конечно-элементную сетку интерфейсных элементов,  
моделирующих податливый контактный слой нулевой толщины и учитывающих вли-
яние шероховатости поверхности деталей, образующих соединение. Выведены зави-
симости для решения контактной осесимметричной задачи с интерфейсным элемен-
том в нелинейной постановке. В результате получены зависимости распределения 
контактного давления в окрестности одноболтового соединения при различных па-
раметрах шероховатости и толщинах соединяемых деталей. 
Ключевые слова: контактная податливость, контактный конечный элемент, однобол-
товое соединение, шероховатость контактного слоя 

When modelling the dynamic behavior of machines and devices, it is necessary to take into 
account not only the configuration of the parts but also the way the parts are joined. As the 
contact surfaces are not topologically ideal, the joint has some pliability that depends on the 
contact pressure. Detailed modelling of the surfaces of the contact parts is not possible as it 
involves high computational costs. Due to this, a method where a contact layer is modelled 
as a third body of zero thickness has become widespread. Thus, the pressure distribution in 
the contact must be known for accurate simulation. A technique based on the finite element 
method is proposed for determining the contact pressure in the vicinity of a tightened 
single-bolt joint. The proposed technique involves adding interface elements into the finite 
element mesh that model the zero-thickness pliable contact layer and take into account the 
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roughness of the contact surfaces. Equations for solving the axisymmetric contact problem 
with a nonlinear interface element are derived. As a result, relations describing the contact 
pressure distribution in the vicinity of the single-bolt joint are obtained for various 
parameters of the roughness and thickness of the connecting parts.   
Keywords: contact pliability, interface finite element, single bolted joint, contact layer 
roughness 

В машино- и приборостроении существуют 
определенные задачи, требующие точного мо-
делирования динамического поведения кон-
струкций, например при моделировании про-
цесса резания [1–3] или исследовании вибро-
устойчивости конструкции приборов [4]. 
Зачастую такое моделирование осуществляется 
методом конечных элементов, и, как правило, 
контакту сопрягаемых поверхностей не уделя-
ется должного внимания. В результате при по-
строении конечно-элементной модели возника-
ет ряд погрешностей, связанных с упрощения-
ми, в том числе контакта сопрягаемых деталей. 

Теория упругости и современные вычисли-
тельные методы позволяют достаточно точно 
оценить жесткость деталей любой конфигура-
ции или их сборок в предположении, что кон-
такт деталей топографически идеален. В дей-
ствительности невозможно получить такой 
контакт даже с помощью ультрапрецизионных 
методов обработки. Вследствие наличия неров-
ностей контактный слой по сравнению со 
сплошным материалом обладает повышенной 
податливостью. 

Существуют методы, позволяющие на осно-
ве экспериментального модального анализа  
[5–7] идентифицировать жесткостные парамет-
ры конечно-элементной модели, в том числе 
жесткость контактного слоя [8, 9]. В то же вре-
мя есть ряд работ [10–12], посвященных кон-
такту шероховатых поверхностей, в которых 
зависимость контактных смещений от давления 

в контактном слое аппроксимирована степен-
ной функцией. К недостаткам такого метода 
можно отнести необходимость большого коли-
чества эмпирических данных для точного опре-
деления податливости контактного слоя. 

В работах [13, 14] предложен метод расчета 
жесткости групповых резьбовых соединений, 
учитывающий материалы и неровности кон-
тактирующих поверхностей (шероховатость и 
волнистость профиля поверхности) соединяе-
мых деталей. Преимуществом этого метода яв-
ляется то, что он позволяет определить подат-
ливость контактного слоя на этапе проектиро-
вания изделия [15–17]. Таким образом, для 
точного определения податливости контактно-
го слоя необходимо знать распределение давле-
ния в контакте. 

Цель работы — определение распределения 
давления в контактном слое при различных па-
раметрах соединения. 

 
Постановка задачи исследования и принятые 
допущения. Рассмотрен случай, в котором две 
детали стянуты болтом, установленным с зазо-
ром. Схема одноболтового соединения (ОБС) 
изображена на рис. 1, а. При условии, что тол-
щины стягиваемых деталей одинаковы, задача 
будет симметричной относительно плоскости 
стыка. В таком случае распределение давления 
в стыке при затяжке болта может быть получе-
но при решении осесимметричной задачи 
(рис. 1, б) о деформировании упругого кольца 

    
Рис. 1. Схема ОБС (а) и расчетная схема решаемой задачи (б) 
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толщиной h с внутренним диаметром di и 
наружным диаметром Do, лежащего на подлож-
ке с податливостью k, нагружаемого по кольце-
вой площадке диаметром Dload осевой нагрузкой 
(усилием затяжки) Fa. 

Введем коэффициент контактной податли-
вости: 

  ,dk
dp

 

где  — сближение в контактном слое, мм; p — 
контактное давление, МПа. 

Для связи контактных сближений с давлени-
ями в контактном слое использована зависи-
мость, предложенная в работах [13, 14, 18, 19]: 

 
  0  .pRac

E
 (1) 

Здесь Ra  — приведенный параметр шерохова-
тости,  2 2

1 2Ra Ra Ra  1(Ra  и 2Ra  — средние 
арифметические отклонения профиля сопряга-
емых поверхностей); 

0c  — коэффициент, учи-
тывающий взаимное расположение микроне-
ровностей;  — масштабный фактор; E  — 
приведенный модуль упругости, определяемый 
соотношением 
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где  1 2,  и 1 2,E E  — коэффициенты Пуассона 
и модули упругости материалов сопрягаемых 
деталей. 

Коэффициент 
0c  следует принимать равным 

83 для деталей, обработанных строганием (при 
совпадении направлений следа обработки), и 
263 для деталей, подвергнутых других методам 
обработки. Тогда с учетом выражения (1) ко-
эффициент контактной податливости прини-
мает вид 

 




 0( ) .
2

n
Rac

pE
k p  (2) 

Для связи контактных касательных смеще-
ний   и напряжений   использована зависи-
мость 

    ,k  (3) 

где k  — коэффициент касательной контактной 
податливости, который может быть получен 
как   nk k  [13]. 

Очевидно, что с ростом податливости кон-
тактного слоя радиус области, внутри которой 
существуют сжимающие контактные напряже-
ния, также будет расти. А поскольку податли-
вость, согласно выражению (2), зависит от дав-
ления, при удалении от болта она будет увели-
чиваться, меняя характер распределения 
давления в окрестности ОБС. 

 
Описание метода. Распределение давления в 
окрестности ОБС можно определить с приме-
нением метода конечных элементов. Так как 
задача о распределении давления в окрестности 
ОБС является осесимметричной, использован 
подход, описанный в работе [20], где исследуе-
мое упругое тело смоделировано с помощью 
двумерных треугольных элементов. 

Этот подход также применен в статье [21], 
однако в ней контакт смоделирован путем 
жесткой осевой фиксации узлов, попавших в 
область с ненулевыми давлениями (рис. 2, а), 
которая определена путем итерационного 
уточнения. В дальнейшем для простоты изло-
жения область стыка в окрестности ОБС, где 
присутствует поджатие ( 0),p  будем называть 
окрестностью давления с радиусом .pr  

Для моделирования контактного слоя ис-
пользован четырехузловой интерфейсный кон-
тактный конечный элемент (ККЭ), схема кото-
рого показана на рис. 3. Общий подход к по-
строению ККЭ описан в работе [22]. 

Хотя ККЭ и содержит четыре узла (k, i, j, l), 
но все его механические свойства (деформа-
ции и напряжения) приведены к осевой ли-

    
Рис. 2. Схема закрепления диска, использованная в статье [21] (а) и в данной работе (б) 
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нии, поэтому его можно рассматривать как 
одноосевой. 

Перемещения каждого узла состоят из двух 
компонентов. Например, перемещения i-го узла 

       
 

,i
i

i

u
v  

где iu  и iv  — перемещения i-го узла вдоль осей 
Or и Oz. 

Тогда вектор перемещений элемента имеет 
вид 

  
 
      

,
i

e j

k

l

 

где  ,j  k  и l  — перемещения j-го, k-го и l-го 
узлов соответственно. 

Так как деформации и напряжения факти-
чески изменяются лишь вдоль осевой линии, 
для удобства их описания следует ввести обоб-
щенную нормированную координату t, которая 
равна нулю в точке i и единице в точке j 
(см. рис. 3): 

 
     


2 2

,i ir r z z
t

L
 

где ir  и iz  — координаты i-го узла; L  — длина 
ККЭ,    2 2( ) ( )j i j iL r r z z  ( jr  и jz  — коор-
динаты j-го узла). 

Из вектора { }e  можно легко получить нор-
мальные и касательные узловые смещения, 
спроецировав векторы  { }i k  и  { }j l  на 
вектор ij  и ему перпендикулярный: 
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где  ,n
i  n

j  и  ,i   j  — нормальные и касатель-
ные смещения i-го и j-го узлов соответственно; 
  ;i ja z z    ;i jb r r  ,ju  ,ku  lu  и ,jv  ,kv  lv  — 

перемещения j-го, k-го и l-го узлов вдоль осей 
Or и Oz соответственно. 

Согласно методу виртуальных перемещений, 
работу внешних сосредоточенных сил { }eF  для 
вариации перемещений { }ed  можно предста-
вить в виде 
     

T
.δ e ed F  

Тогда работа внутренних сил 
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где S  — площадь контактного элемента; nd  и 
d  — вариации нормальных и касательных 

перемещений;  ( )n t  — нормальные смещения в 
контактном слое (в направлении, перпендику-
лярном оси ККЭ); ( )p t  — давление в контакт-
ном слое;  ( )t  — касательные смещения в 
контактном слое (вдоль оси ККЭ); ( )t  — каса-
тельные напряжения в контактном слое; er  — 
радиус ККЭ; { }  — вектор деформаций,  

   
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{ }  — вектор напряжений,  
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Приняв для деформаций линейный закон 
распределения вдоль оси ККЭ, получаем 
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Рис. 3. Схема ККЭ 
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Для связи касательных напряжений   с ка-
сательными перемещениями   воспользуемся 
зависимостью (3), а для связи давления p с 
нормальными сближениями n  — линеаризо-
ванной формой записи (1): 
      0 0 ,   n nk p p  

где k — коэффициент контактной податливо-
сти, определенный по формуле (2);  0n  — 
начальное сближение, вычисленное по выра-
жению (1) при начальном давлении 0 .p  

Тогда матрица упругости принимает вид 

  
 
 

  
 
  

1 0
.

10

kD
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Приравнивая работу внешних и внутренних 
сил, получаем 

               
1T T

0

2e e ed F r L d dt  

             
1 T T

0

2 .e eer L d B D B d dt  (4) 

Так как виртуальное перемещение не зави-
сит от координаты t, а выражение (4) справед-
ливо при любых виртуальных перемещениях, 
его можно записать в следующем виде: 

           
1

T

0

2 .e eeF r L B D B d dt  

Отсюда получаем выражение для матрицы 
жесткости ККЭ 

         
1

T

0

2 .eK r L B D B dt  

Так как зависимость давления от нормаль-
ного сближения является нелинейной в отри-
цательной области сближения и нулевой в по-
ложительной, для решения необходимо ис-
пользовать итерационный подход. Поскольку 
искомым параметром является контактное 
давление, допустимо использование одно-
слойного итерационного численного метода. 
Алгоритм этого метода включает в себя следу-
ющие шаги. 

1. Создание конечно-элементной сетки. 
Определение матрицы жесткости 0[ ,]K  соот-
ветствующей начальному давлению в контакт-
ном слое   3

0 1 10 МПаp  (при нулевом значе-
нии матрица становится вырожденной, поэто-
му выбирается близкое к нулю значение). 

2. Вычисление шага вектора нагрузки {Δ },F  
соответствующего шагу итерации. 

3. Решение конечно-элементной задачи, 
определение приращений напряжений тела 
(в том числе давлений) { }.  

4. Добавление приращения напряжений к 
суммарным    { } { },  добавление прираще-
ния нагрузки к суммарной  { } {Δ }.F F  Прове-
дение проверки условия наличия поджатия 

 0.ep  В случае его невыполнения давление 
обнуляется. 

5. Вычисление матрицы жесткости при но-
вом значении давления. 

6. Повторение п. 2–5 до достижения исход-
ной внешней нагрузки. 

Согласно изложенному алгоритму, написана 
программа на языке Python. В качестве решате-
ля системы линейных алгебраических уравне-
ний использована функция linalg.cg модуля 
sparse библиотеки scipy [23]. 

 
Описание численного эксперимента и резуль-
таты моделирования. При моделировании ис-
следовано влияние толщины стягиваемых дета-
лей и шероховатости контактного слоя на ра-
диус области с положительным давлением. 
Моделирование проведено для случая затяжки 
болтом М10 с диаметром шляпки, соответству-
ющим диаметру приложения нагрузки 

.17 ммloadD   Диаметр отверстия ,11 ммid  
наружный диаметр стягиваемых пластин огра-
ничен 120 ммoD  и усилием затяжки 

17 кН.aF  
Пример напряженного состояния пластины 

(в виде поля осевой составляющей напряже-
ний  )z  толщиной  20 ммh  с шероховато-
стью контактной поверхности  4,0 мкмRa  
при усилии затяжки болта  5 кНaF  и шаге ко-

 
Рис. 4. Поле осевой составляющей напряжений z   

в пластине при усилии затяжки болта  5 кНaF   
и шаге сетки 1,5  ммs  
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нечно-элементной сетки 1,5  ммs  показан на 
рис. 4. 

Моделирование с разным шагом конечно-
элементной сетки (s = 1,5; 1,0; 0,7; 0,5 мм) не 
выявило существенного различия получаемых 
результатов. При уменьшении размеров эле-
ментов изменения касались лишь зоны влия-
ния концентратора, расположенного у верхней 
границы отверстия, что никак не сказывалось 
на распределении давления в контактном слое. 
Также уменьшение шага нагружения  aF  меж-
ду итерациями показало, что при достижении 
 1 кНaF  дальнейшее его уменьшение не при-
водит к существенному улучшению результата. 
Таким образом, при моделировании использо-

вана регулярная сетка с шагом 0,7 мм и шагом 
нагружения  1 кН.aF  

На рис. 5 и 6 показано распределение давле-
ния по контактному слою в радиальном 
направлении при различных значениях пара-
метра шероховатости контактирующих поверх-
ностей и толщин стягиваемых фланцев. 

На рис. 7 приведена зависимость радиуса 
окрестности давления от шероховатости при 
разной толщине нагружаемого диска. 

 
Обсуждение результатов. Анализ полученных 
данных показал, что закон распределения дав-
ления в окрестности ОБС близок к экспонен-
циальному затуханию, но имеется точка, где 
давление становится нулевым. Это служит под-
тверждением гипотезы Ретчера о конусе давле-
ния, согласно которой деформированию под-
вергается материал, находящийся внутри кону-
са, начинающегося от опорной поверхности 
гайки или головки болта. 

Однако из рис. 7 следует, что для деталей с 
параметром шероховатости поверхности Ra, 
превышающим 2 мкм, радиус зоны с положи-
тельными давлениями превышает толщину де-
тали более чем в 3 раза. Это означает, что дей-
ствительные углы конуса могут быть больше, 
чем обычно принимаемый в расчетах угол 
  45 .  Кроме того, в практике машинострое-
ния принято делать фланцы деталей толщиной 
 в2,5h d  в(d  — диаметр винта) для обеспече-

ния их жесткости [24]. В этом случае радиус 
окрестности давления rр составляет не менее 

в6d  для деталей, у которых Ra > 1,0 мкм 

 
Рис. 5. Распределение давления по контактному 
 слою в радиальном направлении при параметре  

шероховатости Ra = 0,63 (1), 1,00 (2), 1,60 (3),  
2,50 (4), 4,00 (5), 6,30 (6) и 10,00 мкм (7) 

 
Рис. 6. Распределение давления по контактному  
слою в радиальном направлении при толщине  

стягиваемых деталей h = 10,0 (1), 12,5 (2), 15,0 (3),  
17,5 (4), 20,0 (5), 25,0 (6), 30,0 (7) и 40,0 мм (8) 

 
Рис. 7. Зависимость радиуса окрестности давления 

 от параметра шероховатости Ra при толщине  
стягиваемых деталей h = 10,0 (1), 12,5 (2), 15,0 (3), 

 17,5 (4), 20,0 (5), 25 (6), 30,0 (7) и 40,0 мм (8) 
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(см. рис. 7). Это позволяет устанавливать болты 
с большим шагом. 

Следует отметить, что данный подход поз-
воляет учесть при оценке верхнее значение 
жесткости контактного слоя, так как в действи-
тельности в стыке соединяемых деталей при-
сутствуют макронеровности, значения которых 
не стандартизированы, что уменьшает суммар-
ную жесткость контактного слоя. 

Выводы 
1. Разработаны зависимости для интер-

фейсного ККЭ, позволяющие определить дав-
ление в окрестности ОБС. Использование ККЭ 
позволяет решать осесимметричные контакт-

ные задачи, где контакт осуществляется по ше-
роховатой поверхности без дополнительного 
редактирования геометрии, поскольку кон-
тактный слой сохраняет нулевую толщину. 

2. Получены зависимости распределения 
контактного давления в окрестности ОБС при 
различных значениях параметра шероховато-
сти и толщин соединяемых деталей. Эти зави-
симости могут быть использованы для опреде-
ления жесткости контактного слоя неподвиж-
ных резьбовых соединений при проведении 
динамического моделирования. 

3. Результаты исследования показали, что 
при наличии неровностей податливость кон-
тактного слоя увеличивается, а следовательно, 
происходит размытие окрестности давления. 
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