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В последнее время на машиностроительных предприятиях наблюдается тенденция  
к выполнению большинства технологических операций на одном станке. Такая тех-
нология обработки требует изготовления различных наружных и внутренних цилин-
дрических поверхностей не на токарных, а на фрезерных станках. Однако вопрос 
назначения подачи при фрезеровании криволинейных поверхностей в научно-
технической литературе не рассмотрен. Разработанная расчетная схема позволила ис-
следовать влияние параметров фрезерования криволинейных поверхностей на мак-
симальную толщину срезаемого слоя. Установлено, при фрезеровании выпуклых  
поверхностей максимальная толщина срезаемого слоя уменьшается относительно тако-
вой при обработке плоскости, а у вогнутых увеличивается. Получены зависимости для 
расчета подачи на зуб по толщине срезаемого слоя при фрезеровании криволинейных 
поверхностей. Показано, что при обработке таких поверхностей нельзя использовать по-
дачу, рассчитанную для фрезерования плоскости, т. е. ее необходимо корректировать. На 
корректировку подачи при обработке криволинейных поверхностей влияют относитель-
ный радиус их кривизны и относительная ширина фрезерования. Чем меньше эти вели-
чины, тем на большее значение следует корректировать подачу. Определена область зна-
чений параметров обработки, в которой целесообразно выполнять пересчет подачи отно-
сительно подачи, установленной для фрезерования плоскости. 
Ключевые слова: подача при фрезеровании, толщина срезаемого слоя, фрезерование 
криволинейных поверхностей, контурное фрезерование, срезаемый слой 

Recently, there has been a trend to perform most manufacturing operations on one machine-
tool. Such technology requires machining various internal and external cylindrical surfaces using 
not turning but milling machines. However, the role of feed in milling curved surfaces is not suf-
ficiently studied in the scientific literature. The developed calculation method makes it possible 
to study the influence of milling parameters for curved surfaces on the maximum thickness of 
the cut layer. It is established that when milling convex surfaces, the maximum thickness of the 
cut layer decreases relative to that for plane milling, while for concave surfaces it increases. Equa-
tions are obtained for calculating feed per tooth for the cut layer thickness when milling curved 
surfaces. It is shown that the feed calculated for milling flat surfaces cannot be used for curved 
surfaces and, therefore, should be adjusted. The relative radius of curvature and the relative 
thickness of milling have an impact on the feed adjustment. The smaller these values, the larger 
the value of the feed adjustment should be. The range of values that requires feed re-calculation 
relative to the feed for flat milling is determined. 
 
Keywords: milling feed, thickness of cut layer, curved milling, contour milling, cut layer 
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В последнее время на машиностроительных 
предприятиях наблюдается тенденция к выпол-
нению большинства технологических операций 
на одном станке. Такая технология обработки 
требует изготовления различных наружных и 
внутренних цилиндрических поверхностей на 
фрезерных станках. При этом концевая фреза 
совершает обкатку выпуклой и вогнутой цилин-
дрических поверхностей. 

В работах [1, 2] показано, что толщины сре-
заемого слоя (СС) при обработке цилиндриче-
ских поверхностей и плоскостей отличаются 
друг от друга, а следовательно, должны разли-
чаться и подачи на зуб Sz. Учет этого различия 
позволяет повысить производительность обра-
ботки (при увеличении Sz) и снизить вероят-
ность поломки фрезы (при уменьшении Sz). По-
этому выработка рекомендаций по назначению 
подачи на зуб при фрезеровании выпуклых и 
вогнутых поверхностей является актуальной. 

В научно-технической литературе вопросам 
фрезерования криволинейных поверхностей 
уделено достаточно внимания. В работе [3] вы-
полнен расчет подачи на зуб для дисковой фре-
зы переменного радиуса при условии постоян-
ства толщины СС. Однако рассмотренная схема 
обработки и конструкция инструмента предна-
значены для фрезерования только валов с рав-
ноосным профилем (типа треугольника Рело)  
и кардинально отличаются от используемых 
при обработке криволинейных поверхностей 
на большинстве предприятий. 

В публикациях [4, 5] введен коэффициент 
коррекции подачи, позволяющий минимизиро-
вать упругие перемещения фрезы. В работе [6] 
предложен алгоритм минимизации силы резания 

при обработке со ступенчатым припуском фрезой 
со сферическим концом. В статье [7] представлен 
алгоритм автоматизированного управления по-
дачей и скоростью инструмента в зависимости от 
изменения глубины резания вдоль его траекто-
рии при торцовом фрезеровании сложных по-
верхностей. 

Также исследовано сечение срезаемого слоя 
при фрезеровании плоскостей [8, 9] и винтовых 
или ступенчатых поверхностей [10, 11]. Изуче-
ны остаточное сечение и сечение СС при резь-
бофрезеровании [12]. 

В работе [13] приведен алгоритм корректи-
ровки подачи при контурном фрезеровании кри-
волинейных поверхностей. Однако он позволяет 
только исправлять погрешности, возникающие 
от привода подачи, толщина СС не рассмотрена. 

В диссертации [14] предложена формула 
для определения толщины СС в каждой точке 
режущей кромки при фрезеровании наклонной 
поверхности, однако она применима только для 
криволинейной (радиусной) режущей кромки и 
при обработке плоскостей. 

Таким образом, можно сделать вывод, что 
проблема назначения подачи при фрезерова-
нии криволинейных внутренних и наружных 
поверхностей в научно-технической литературе 
не рассмотрена, и сравнение толщины СС для 
различных форм обработанных поверхностей 
является актуальным. 

Цель работы — получение выражений для 
определения подачи при фрезеровании криво-
линейных поверхностей. 
 
Толщина сечения СС при фрезеровании кри-
волинейных поверхностей. При обработке 
плоскости цилиндрической фрезой или перифе-
рийными зубьями концевой фрезы максималь-
ную толщину СС можно определить по расчет-
ной схеме, на которой показаны следы от двух 
соседних зубьев инструмента (ось фрезы нахо-
дится в точках О1 и О2) (рис. 1) [1]. 

В соответствии с расчетной схемой 

 2 ;a АА R O A     (1) 

 2 2
2 2 cosθ;z zO A S R S R    (2) 

2 2
2 2cos 1 sin 1 ,R B RB B

R R
         

 
 (3) 

где а — толщина СС в заданной точке; R — ра-
диус фрезы; B — ширина фрезерования; zS  — 

 
Рис. 1. Расчетная схема определения толщины СС 

при цилиндрическом фрезеровании плоскости 
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подача на зуб; θ — вспомогательный угол, 
определяемый по расчетной схеме. 

Из системы уравнений (1)–(3) следует, что 
максимальную толщину СС при фрезеровании 
плоскостей можно рассчитать по формуле 

 2 2 2
пл 2 2 .z za R S R S RB B      (4) 

При фрезеровании выпуклых криволинейных 
поверхностей с заданным радиусом кривизны 
(рис. 2, а) выражение для максимальной тол-
щины СС выводится на основе тех же уравне-
ний, что и для фрезерования плоскости. При 
этом формула (3) преобразуется следующим 
образом: 
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где дR  — радиус кривизны обработанной по-
верхности детали; вып  и вып  — вспомога-
тельные углы, определяемые по расчетной схе-
ме, приведенной на рис. 2, а. 

Выражение для определения максимальной 
толщины сечения СС при фрезеровании вы-
пуклой поверхности принимает вид 
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При фрезеровании вогнутых криволинейных 
поверхностей с заданным радиусом кривизны 
(рис. 2, б) максимальная толщина СС определя-
ется аналогично предыдущему случаю с учетом 
изменения вспомогательных углов: 

 2 2 2 2
вогн 2 ,z za R S R S R T      (6) 
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2 2

T R R R B

вогн  и вогн  — вспомогательные углы, опре-
деляемые по расчетной схеме, приведенной на 
рис. 2, б; 

  

Рис. 2. Расчетные схемы определения максимальной толщины СС при цилиндрическом фрезеровании  
выпуклой (а) и вогнутой (б) поверхностей 
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Проверка формул (5), (6) для расчета мак-
симальных толщин СС при фрезеровании вы-
пуклых и вогнутых поверхностей заданного 
радиуса, выполненная при моделировании в 
графическом пакете Inventor, подтвердила их 
правильность. 
 
Изменение максимальной толщины СС. Как 
следует из выражений (4)–(6), максимальные 
толщины СС при фрезеровании плоскости, вы-
пуклой и вогнутой поверхностей неодинаковы. 
Их различие связано с параметрами, входящи-
ми в состав выражений (4)–(6): радиусом кри-

визны обработанной поверхности детали Rд, 
радиусом фрезы R, шириной фрезерования B  
и подачей на зуб Sz. 

Для выявления степени влияния указан-
ных параметров на максимальную толщину 
СС целесообразно выполнить анализ функций 
(4)–(6). Однако сделать этого нельзя, так как 
параметры обработки присутствуют в форму-
лах в неявном виде. Поэтому исследование 
проведено только для наиболее характерных 
случаев фрезерования вогнутых и выпуклых 
поверхностей при R = 10, 15, 20 мм и В = 2, 5, 
8 мм. 

Изменение максимальной толщины СС 
удобно рассматривать в безразмерном виде.  
В связи с этим введен безразмерный коэффи-
циент изменения максимальной толщины СС 
Kтолщ, определяемый как отношение макси-
мальной толщины СС при обработке выпуклой 
(вогнутой) поверхности авып (авогн) к таковой 
при фрезеровании плоскости апл. 

  
Рис. 3. Зависимости коэффициента изменения максимальной толщины СС Kтолщ от радиуса кривизны Rд  

выпуклой (а) и вогнутой (б) обработанных поверхностей при B = 2 мм, Sz = 0,5 мм/зуб и различных  
значениях радиуса фрезы: 

1 — R = 10 мм; 2 — R = 15 мм; 3 — R = 20 мм 

  
Рис. 4. Зависимости коэффициента изменения максимальной толщины СС Kтолщ от радиуса кривизны Rд  

выпуклой (а) и вогнутой (б) обработанных поверхностей при R = 10 мм, Sz = 0,5 мм/зуб и различных  
значениях ширины фрезерования: 

1 — B = 2 мм; 2 — B = 5 мм; 3 — B = 8 мм 
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Коэффициент Kтолщ позволил представить 
утолщение (утонение) сечения СС в безразмер-
ном виде в зависимости от параметров Rд, R, B 
(рис. 3 и 4). 

Анализ полученных зависимостей позволил 
заключить следующее: 

• при обработке выпуклой поверхности 
происходит утонение сечения СС (коэффици-
ент изменения толщины сечения СС Kтолщ < 1), а 
при фрезеровании вогнутой поверхности — 
утолщение (Kтолщ > 1); 

• чем меньше радиус кривизны обработан-
ной поверхности Rд и ширина фрезерования В 
и чем больше радиус фрезы R, тем значительнее 
утолщение или утонение сечения СС; 

• утолщение СС может достигать 40 %, а 
утонение — 20 %. 

 
Подача на зуб при фрезеровании выпуклых 
и вогнутых поверхностей. На практике для 
назначения подачи на зуб при фрезеровании 
используют заданную толщину СС. Задаваясь 
некоторой толщиной СС апл, рассчитанной с 
помощью формулы (4) по подаче на зуб, 
назначенной для обработки плоскости, можно 
получить выражения для определения подачи 
на зуб при фрезеровании криволинейных по-
верхностей: 

• выпуклой 
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• вогнутой 
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Эти выражения позволяют построить зави-
симости подачи на зуб от радиуса кривизны 
выпуклых и вогнутых поверхностей, обрабаты-
ваемых фрезами, работающими в тех же усло-
виях, что и при фрезеровании плоскости с за-

  
Рис. 5. Зависимости подачи на зуб Sz от радиуса кривизны Rд выпуклой (а) и вогнутой (б) обработанных  

поверхностей при B = 1 мм, Sz = 0,2 мм/зуб и различных значениях радиуса фрезы: 
1 — R = 10 мм; 2 — R = 15 мм; 3 — R = 20 мм 
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данной подачей на зуб Sz. Такие зависимости, 
полученные при подаче Sz = 0,2 мм/зуб, показа-
ны на рис. 5 и 6. 

Анализ графиков, приведенных на рис. 5  
и 6, показывает, что подача на зуб при фрезе-
ровании вогнутой поверхности должна быть 
уменьшена, а при обработке выпуклой по-
верхности увеличена. При этом обеспечивает-
ся такая же максимальная толщина СС, как  
и при фрезеровании плоскости. В зависимо-
сти от параметров Rд, R и В подачу на зуб сле-
дует либо повышать до 1,5 раза для выпуклой  
поверхности, либо снижать до 5 раз для во-
гнутой. 

Чем меньше радиус обработанной криволи-
нейной поверхности Rд и ширина фрезерования 
В и чем больше радиус фрезы R, тем значитель-
нее надо корректировать подачу. При умень-
шении R и увеличении Rд и В расчетные подачи 
стремятся к значению Sz, вычисленному для 
фрезерования плоскости (в рассматриваемом 
примере к Sz = 0,2 мм/зуб). 

Корректировка подачи обеспечит увеличе-
ние минутной подачи, а следовательно, позволит 
повысить производительность при обработке 
выпуклых поверхностей и снизить вероятность 
поломки фрезы из-за возрастания сил резания 
при фрезеровании вогнутых поверхностей. 
 
Определение области корректировки подачи. 
Для использования обнаруженного эффекта на 
практике важно выявить, при каких сочетаниях 
параметров Rд, R и В надо выполнять корректи-
ровку подачи, заданной для фрезерования 
плоскости, а при каких нет. 

При таком подходе сначала следует опреде-
лить, что считать существенным изменением 
подачи на зуб Sz, а что — несущественным, т. е. 

ввести коридор корректировки подачи. Шири-
на коридора может колебаться в широких пре-
делах, зависящих от организации производства. 
Для исследования выбраны два значения кори-
дора: 5 и 10 %. 

На рис. 5 и 6 коридор корректировки пода-
чи графически отображен горизонтальными 
линиями, проведенными на расстоянии 10 % Sz 
и 5 % Sz (Sz = 0,02 мм/зуб). При обработке с па-
раметрами, соответствующими точкам на гра-
фиках, лежащим вне коридора (выше для вы-
пуклой поверхности и ниже для вогнутой), по-
дачу следует корректировать. А для точек, 
находящихся внутри коридора, корректировку 
подачи проводить нецелесообразно. 

Установлено, что для больших радиусов об-
работанной поверхности корректировка пода-
чи не требуется при любых значениях парамет-
ров В и R. Однако при уменьшении Rд она нуж-
на, и чем больше радиус инструмента и ширина 
фрезерования, тем значительнее должна быть 
корректировка. 

Для выработки общих рекомендаций по 
корректировке подачи введен безразмерный ко-
эффициент KR = Rд/R [2], который показывает, 
при каком радиусе поверхности, обрабатывае-
мой заданной фрезой, следует проводить кор-
ректировку подачи. Если коэффициент KR 
меньше расчетного значения для выбранного 
коридора, то корректировка подачи необходима. 

Зависимости коэффициента KR от радиуса 
фрезы при обработке выпуклой и вогнутой по-
верхностей с подачей Sz = 0,2 мм/зуб и различ-
ными шириной фрезерования и шириной ко-
ридора корректировки подачи ΔSz приведены 
на рис. 7, а и б соответственно. Здесь показаны 
как расчетные данные (точки), так и линии 
тренда для них. 

  
Рис. 6. Зависимости подачи на зуб Sz от радиуса кривизны Rд выпуклой (а) и вогнутой (б) обработанных  

поверхностей при R = 20 мм, Sz = 0,2 мм/зуб и различных значениях ширины фрезерования: 
1 — B = 1 мм; 2 — B = 8 мм; 3 — B = 15 мм 
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Как видно из рис. 7, коэффициент KR не за-
висит от радиуса фрезы, но на него влияют ши-
рина фрезерования, ширина коридора коррек-
тировки подачи и тип обработанной поверхно-
сти (вогнутая или выпуклая). Поэтому 
целесообразно определить изменение безраз-
мерного коэффициента KR от другого безраз-
мерного коэффициента KB = B/R. 

Зависимости коэффициента KR от коэффи-
циента KВ при фрезеровании выпуклой и во-
гнутой поверхностей приведены на рис. 8, а и б 
соответственно, где показаны как расчетные 
данные (точки), так и линии тренда для них. 
Область под графиками показывает совокуп-
ность параметров обработки, при которой сле-
дует выполнять корректировку подачи при вы-
бранной ширине коридора. 

Анализ полученных результатов показывает, 
что при небольшой ширине фрезерования 
(например, при контурной обработке концевой 
фрезой) корректировку подачи следует прово-
дить для поверхностей с радиусом кривизны 
примерно в 8–9 раз большим, чем радиус фрезы. 

Кроме того, для обработанных поверхностей с 
радиусом кривизны, близким к радиусу R, необ-
ходимо корректировать подачу даже при ши-
рине фрезерования до 0,6…0,8 R (например, при 
фрезеровании карманов и пазов). 

Таким образом, на корректировку подачи 
при обработке криволинейных поверхностей 
влияют два фактора — относительный радиус 
кривизны поверхности KR и относительная 
ширина фрезерования KВ. Чем меньше эти ве-
личины, тем на большее значение надо кор-
ректировать подачу. 

Следует отметить, что для вогнутых поверх-
ностей с большой шириной фрезерования при-
веденные формулы не могут быть использованы 
из-за изменения расчетной схемы, поэтому на 
графиках рис. 8, а отсутствуют данные для KB =  
= 0,9. Такое соотношение параметров обработки 
требует дополнительного исследования. 

Использование безразмерных коэффициен-
тов RK  и BK  позволяет несколько упростить 
выражения (5)–(8). С учетом того, что 

д RR K R  и ,BB K R  получим следующие вы-

  
Рис. 8. Зависимости коэффициента KR от коэффициента KB при фрезеровании выпуклой (а) и вогнутой (б)  

поверхностей с Sz = 0,2 мм/зуб и шириной коридора корректировки подачи ΔSz = 5 (1) и 10 % (2) 

  
Рис. 7. Зависимости коэффициента KR от радиуса фрезы R при обработке выпуклой (а) и вогнутой (б)  

поверхностей с Sz = 0,2 мм/зуб и различными шириной фрезерования и шириной коридора  
корректировки подачи: 

 — В = 0,1 R; ΔSz = 10 %;  — В = 0,5 R; ΔSz = 10 %;  — В = 0,9 R; ΔSz = 10 %;  
 — В = 0,1 R; ΔSz = 5 %;  — В = 0,5 R; ΔSz = 5 %;  — В = 0,9 R; ΔSz = 5 % 
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ражения для выпуклой и вогнутой обработан-
ных поверхностей: 

2 2 2
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Выводы 
1. Получены выражения, позволяющие рас-

считать максимальную толщину СС и подачу на 
зуб при фрезеровании криволинейных поверх-
ностей. 

2. Обнаружено, что при фрезеровании вы-
пуклых поверхностей максимальная толщина 
срезаемого слоя уменьшается относительно та-
ковой при обработке плоскости, а у вогнутых 
увеличивается. Утолщение СС может достигать 
40 %, а утонение — 20 %. 

3. Показано, что при фрезеровании выпук-
лых поверхностей назначаемую подачу на зуб 
следует повышать относительно значения, 
установленного для обработки плоскости, а у 
вогнутых — снижать. 

4. Степень корректировки подачи растет 
при увеличении радиуса фрезы и уменьшении 
радиуса обработанной поверхности и ширины 
фрезерования. В зависимости от этих парамет-
ров подачу следует либо увеличивать до 
1,5 раза, либо уменьшать до 5 раз. 

5. На корректировку подачи при фрезеро-
вании криволинейных поверхностей влияют 
относительный радиус их кривизны и относи-
тельная ширина фрезерования. Чем меньше эти 
величины, тем на большее значение надо кор-
ректировать подачу. 

6. Установлено, что особенно важно кор-
ректировать подачу при малых ширине фрезе-
рования и радиусе кривизны обработанной по-
верхности, близких к радиусу фрезы. 
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Л.П. Мухамедова 

«Основы проектирования транспортных 
космических систем» 

Изложены основы проектирования транспортных космических си-
стем с жидкостными ракетными двигателями, предназначенных для 
доставки полезных грузов на целевые орбиты и траектории назначения, 
и их составляющих: ракет-носителей и разгонных блоков. Рассмотрено 
формирование граничных условий решения задач баллистического 
проектирования. Предложены инженерные методики выбора основ-
ных проектных параметров и определения энергомассовых и геометри-
ческих характеристик проектируемого изделия в составе ракетного 
комплекса. Приведены численные примеры решения задач баллистиче-
ского проектирования транспортных космических систем.  

Для студентов старших курсов машиностроительных вузов, а также 
для специалистов, занимающихся разработкой ракетно-космических 
систем. 
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