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Направленный структурный синтез

многоконтурных механических

систем взаимосвязанных твердых тел

В.И. Пожбелко, Е.Н. Ермошина

Рассматривается методика и примеры построения двух-, трех- и че-

тырехконтурных структур замкнутых механических систем, реализую-

щих весь расчетный диапазон многократных соединений их звеньев в виде

различных совмещенных шарниров. Синтез выполнен на основе всех 23 по-

лученных целочисленных решений исходного структурного уравнения та-

ких систем и может быть использован в разных областях машинострое-

ния (механизмы, приводы машин, роботы, фермы).

Ключевые слова: механическая система, структурный синтез, кине-

матические цепи, изменяемые замкнутые контуры.

Directed Structural Synthesis

of Multiple Loop Mechanical Systems

of Interrelated Solid Elements

V.I. Pozhbelko, E.N. Ermoshina

The paper presents the structural synthesis of multiloop mechanical systems

used in engineering (linkage mechanisms, drives, robots, frameworks). The

synthesis has been carried out based on the obtained 23 integral solutions of the

initial structural equation.

Keywords: mechanical systems, structural synthesis, kinematic chains,

changeable closed loops.

Общая постановка задачи и предлагаемый путь ее решения. Рас-

сматриваемые механические системы представляют собой про-

стейшие одноконтурные или более сложные многоконтурные замкну-

тые системы взаимосвязанных твердых тел, в которых замкнутые кон-

туры, образующиеся в процессе сборки между собой отдельных

звеньев, могут быть расположены в одной плоскости (возникают пло-

ские механические системы) или в разных плоскостях (возникают

пространственные механические системы). Подобные разнообразные

шарнирно-рычажные одноконтурные и многоконтурные технические

устройства благодаря простоте конструкции, технологичности изго-

товления и надежности работы нашли широкое применение в разных

областях машиностроения (механизмы, одно- и многоподвижные

приводы машин, роботы и манипуляторы, фермы мостов и стартовых

комплексов и др.) [1, 2].

Структурный синтез замкнутых многозвенных (и особенно много-

контурных) механических систем разного технического назначения

является первичным и самым ответственным этапом при их создании.
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В механике машин структурный синтез, как

искусство их построения [1], представляет со-

бой достаточно сложную задачу, которая

обычно имеет многовариантное решение

и поэтому требует применения математиче-

ских моделей строения различных механиче-

ских систем (для охвата всех их возможных

структурных вариантов).

Математические выражения (уравнения, не-

равенства и другие зависимости переменных

величин) являются основным средством фор-

мализации и познания при моделировании фи-

зических явлений и строения окружающего

мира, представляющего собой различные меха-

нические системы [1—4], состоящие из целого

числа взаимосвязанных твердых тел (рис. 1).

Таким образом, в механике возникает пробле-

ма решения уравнений прикладной математи-

ки именно в целых числах, относящаяся к дос-

таточно сложным задачам аналитической тео-

рии чисел [5–7] и получившая название

«диофантов анализ уравнений» (по имени

впервые занимавшегося ею древнегреческого

математика Диофанта).

В работах [5–7] отмечено, что в первую оче-

редь такие проблемы возникают, когда

требуется найти целочисленные решения урав-

нений, где число неизвестных превышает чис-

ло уравнений (например, два и более неизвест-

ных в одном уравнении) и содержат:

а) более простую задачу — установление су-

ществования конечного (или бесконечного)

количества целочисленных решений данного

уравнения или системы исходных уравнений

(или полного отсутствия таких решений в це-

лых числах);

б) более сложную задачу — определение

расчетным путем точного количества этих це-

лочисленных решений при увеличенном (два

и более) числе неизвестных в рассматриваемом

уравнении;

в) рассматриваемую в данной работе пре-

дельно сложную задачу — нахождение всех

этих решений в целых числах для количествен-

ного описания, а также последующего модели-

рования и целенаправленного создания (на ос-

нове этих решений) возможных структур меха-

нических систем взаимосвязанных твердых

тел:

• как уже существующих (образовавшихся

в природе окружающего мира в виде различных

химических соединений и живых биологиче-

ских объектов);

• так и искусственно создаваемых челове-

ком разнообразных подвижных и неподвиж-

ных механических устройств (например, дви-

жущиеся механизмы машин и неподвижные

шарнирно-рычажные фермы).

Отметим, что разнообразные механические

системы взаимосвязанных твердых тел могут

содержать как только простые (simple joints) со-

единения между собой двух отдельных компо-

нентов (звеньев) системы (это будет частный

случай — обозначим его ν=0), так и совмещен-

ные многократные (complex many-sided) шар-

нирные соединения между собой трех и более

отдельных компонентов (звеньев) системы

МАШИНОСТРОЕНИЕ

2013. ¹ 2 23

Рис. 1. Примеры механических систем
с многократными связями, созданных природой
и изобретенных человеком (на основе познания

закономерностей окружающего мира):

а — кристаллическая решетка твердых веществ [3];
б — шарнирный прямолинейно-направляющий

механизм [1]; в — стержневая ферма однопролетного
моста [1]; г — человекоподобный робот-манипулятор;
д — сотовые конструкции пчелиных ульев (с ячейками

шестигранной формы); е — сотовые конструкции
решеток охлаждения современных ядерных реакторов

(с ячейками девятигранной формы) [4]



(этот более общий случай ее строения обозна-

чим ν¹0) [2]. Некоторые примеры возможных

подвижных соединений (связей) звеньев между

собой в различных замкнутых механических

системах изображены на рис. 2 (где кратность

j образующихся совмещенных шарниров будет

на единицу меньше числа сходящихся в узле

звеньев механической системы).

Для формализации строения многозвенных

механических систем используем полученное

в работе [2] уравнение многократных связей

замкнутых механических систем (исходное

структурное уравнение механики), которое

в общем случае (ν¹0) имеет вид

ν ν ν ν ν ν2 3 4 52 3 4 1+ + + + + - =K ( )k k ;

ν£ = -C K2 1( ), (1)

где ν j — число j-кратных соединений звеньев

замкнутой механической системы ( j Kmax = );

K — число образуемых звеньями системы вза-

имно независимых изменяемых замкнутых

контуров (K ³1); ν — приведенное число совме-

щенных многократных шарниров в составе ме-

ханической системы; параметр k в последнем

слагаемом данного уравнения зависит от вели-

чины K и равен k K= +1 при C K£ в области

K £ 2 или равен k K= при C K> в области

K > 2.

Решение исходного уравнения (1) заключа-

ется в определении всех целочисленных значе-

ний неизвестных (ν ν ν2 3, ,K, k ) при заданной

целой величине K = 1; 2; 3;… и соответствую-

щей ей целой константе C K= -2 1( ), задающей

диапазон изменения ν£C. Примеры разнооб-

разных механических систем, структура кото-

рых удовлетворяет граничному условию ν=C,

представлены на рис. 3.

С математической точки зрения исходная

зависимость (1) представляет собой линейное

алгебраическое уравнение 1-й степени с целой

константой C и постоянными целыми коэффи-

циентами c i , образующих арифметическую

прогрессию (число слагаемых которой зависит

от задаваемой величины K = 1; 2; 3;…):

(c y c y c y c y0 1 1 2 2 3 3 4+ + + +
+ + - =c y c y Ci i4 5 0K ) , (2)

где

с 0 0= , с1 1= , с 2 2= , с 3 3= , с4 4= ,…, с ki = -( )1 ;

y2 2= ν , y3 3= ν , y4 4= ν , y5 5= ν ,…, y i k= ν .

Предлагаемый алгоритм поиска всех реше-

ний уравнения (1) состоит из трех этапов:

I этап — определение диапазона возможных

целочисленных значений неизвестных;

II этап — составление аналитической зави-

симости между неизвестными;

III этап — определение всех решений иско-

мого уравнения в целых числах — из совмест-

ного рассмотрения I и II этапов.

Решение структурного уравнения механики

в целых числах. Применим предлагаемый трех-

этапный алгоритм для решения в целых числах

исходного структурного уравнения механики (1)

при K = 1, K = 2, K = 3.

I этап. K = 1. Исходное структурное уравне-

ние механики (1) при K = 1 вырождается

(ν ν= 2 , C =0) и имеет единственное решение

ν ν2 0= = ,

которое представлено на рис. 4 в виде однокон-

турной замкнутой механической системы.

II этап. K = 2. Исходное структурное уравне-

ние механики (1) при K = 2 имеет вид

ν ν ν2 32+ = ; ν£ - =2 1 2( )K

и в диапазоне возможных целочисленных зна-

чений неизвестных 0 22£ £ν , 0 13£ £ν имеет

следующие четыре решения в четных и нечетных

числах:

ν2 0= , ν3 0= ; ν2 1= , ν3 0= ;

ν2 = 2, ν3 0= ; ν2 0= , ν3 1= ,

представленных на рис. 4 в виде различных

двухконтурных механических систем.
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Рис. 2. Варианты многократных связей элементов
механических систем (в виде совмещенных

шарниров кратностью j ³2)



III этап. K = 3. Исходное структурное урав-

нение механики (1) при K = 3 имеет вид

ν ν ν2 32+ = ; ν£ - =2 1 4( )K

и в пределах ν£4 может иметь только пять зна-

чений величины ν:

ν= =С1 0; ν= =С2 1; ν= =С3 2;

ν= =С4 3; ν= =С5 4,

приводящих к следующей совокупности цело-

численных решений уравнения (1), определяю-

щих возможные варианты структуры трехкон-

турных механических систем:

а) C1 0= :

ν ν2 32 0+ = Þν2 0= , ν3 0= (первое решение);

б) C2 1= :

ν ν2 32 1+ = Þ ν

ν

3

21

2
=

-
Þ из условия ν3 0³

величина ν2 может быть только нечетной и рав-

ной: ν2 1= , ν3 0= (второе решение);

в) C3 2= :

ν ν2 32 2+ = Þ ν

ν

3

2
1

2
= - Þ из условия ν3 0³

величина ν2 может быть только четной и в пре-

делах ν2 2£ таких четных цифр только две:

ν2 0= , ν3 1= (третье решение); ν2 2= , ν3 0=
(четвертое решение);

г) C4 3= :

ν ν2 32 3+ = Þ ν

ν

3

23

2
=

-
Þ из условия ν3 0³ ве-

личина ν2 может быть только нечетной и в пре-

делах ν2 3£ таких нечетных цифр только две

(1;3): ν2 1= , ν3 1= (пятое решение); ν2 3= , ν3 0=
(шестое решение);

д) C5 4= :

ν ν2 32 4+ = Þ ν

ν

3

2
2

2
= - Þ из условия ν3 0³

величина ν2 может быть только четной и в пре-

делах ν2 4£ таких четных цифр только три (это

0; 2; 4): ν2 0= , ν3 2= (седьмое решение); ν2 2= ,

ν3 1= (восьмое решение); ν2 4= , ν3 0= (девятое

решение).

Таким образом, исходное уравнение механи-

ки (1) при K = 3 содержит два неизвестных (ν2 ,

ν3 ) и имеет только девять решений в целых

числах, представленных на рис. 5 в виде трех-

контурных замкнутых механических систем.

Теорема о конечном множестве целочислен-

ных решений структурного уравнения механики

с несколькими неизвестными. Анализ получен-

ных выше целочисленных решений линейного

структурного уравнения механики (1) позволя-

ет предположить, что их различное число пре-

допределено разными наборами четных и не-

МАШИНОСТРОЕНИЕ
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Рис. 3. Моделирование строения замкнутых
одноконтурных (K = 1) и многоконтурных (K ³ 2)

шарнирно-рычажных структур (выполнение
граничного условия структурного уравнения

механики (1) вида ν=С)

Рис. 4. Создание одноконтурных (K = 1) и двухкон-

турных (K = 2) замкнутых механических систем (на

основе решений в целых числах структурного урав-

нения механики (1) в случае C £ K)



четных цифр согласно предлагаемой ниже тео-

реме.

Теорема. Линейное структурное уравнение

механики вида

ν ν ν ν ν ν2 3 4 52 3 4 1+ + + + + - =K ( )k k ;

ν£ = - ÞC K2 1( ) ν ν2 3 02+ £C (3)

при любых K ³1 (т. е. с любым числом неиз-

вестных) имеет конечное множество Z цело-

численных решений (ν ν ν2 3 4, , ,...), определяе-

мое набором четных и/или нечетных взаимно

простых целых чисел в составе константы C0

и рассчитываемое по формуле

Z N i=å ,

N
m

k
m k

i = +
æ

è
ç

ö

ø
÷+

+æ

è
ç

ö

ø
÷0

0

1 1

2 2
; (4)

C K k k0 4 52 1 3 4 1= - - + + + -( ) [ ( ) ]ν ν νK ,

C C K0 2 1£ = -( ), (5)

где N i — число целочисленных решений в пре-

делах данного значения C0 ; m0 , k0 — сумма

четных цифр (m0 ) и их количество с учетом

нуля (k0 ) в цифровом диапазоне от нуля до

предела, равного C0 (включительно); m1 , k1 —

сумма нечетных цифр (m1 ) и их количество (k1 )

в цифровом диапазоне от нуля до предела, рав-

ного C0 (включительно).

Пример № 1. Исходные данные: K = 2;

ν ν2 32 2 1 2+ = - =( )K ; C С0 2= = ; N Ni = .

Результаты расчета: m0 0 2 2= + = , k0 2= ;

m1 1= , k1 1= ÞN = + + =( / ) ( )2 2 2 1 4; Z N= =4.

Пример № 2. Исходные данные: K = 3;

ν ν2 32 4+ = ; C C0 4= = ; N Ni = .

Результаты расчета: m0 0 2 4 6= + + = , k0 3= ;

m1 1 3 4= + = , k1 2= Þ N = + + =( ) ( )3 3 3 9;

Z N= =9. (Совпадают с представленными на

рис. 4 и 5 для случаев K = 2 и K =3).

Примечание. В работе [6] рассмотрен метод

поиска целочисленных решений линейного

уравнения с двумя неизвестными вида

ax by E+ + =0,

решение которого представлено в виде

x x bt= -0 , y y at= +0 , где t — параметр

t = ± ±0 1 2, , ,K, ( , )x y0 0 — некоторое решение

данного уравнения, в указанном уравнении a,

b — целые числа отличные от нуля и взаимно

простые, E — целое.

Применительно к рассматриваемой механи-

ческой системе с K = 2 (см. рис. 4) на a, b, E не-

обходимо наложить дополнительные условия:

x ³0, y ³0; a = 1 , b = 2; E £0; (x E0 = ,

y E0 =- ) — одно из решений; E Î -[ , ]2 0 .

С учетом данных условий получаем следую-

щую систему неравенств:

x E t

y E t

= - ³

=- + ³

ì
í
î

2 0

0,

из которой определяем интервал изменения

параметра t (с учетом отрицательной величины

E): t
E

£
2

; t E³ и получаем следующий набор

целочисленных решений:

x1 0= , y1 0= ; x 2 1= , y2 0= ; x 3 2= ,

y3 0= ; x4 0= , y4 1= .

Сравнительный анализ полученного множе-

ства из четырех решений показывает, что дан-

ный результат (пары чисел x и y) полностью со-

гласуется как с целочисленными решениями

при K = 2 (см. II этап на с. 24), так и с опреде-
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Рис. 5. Создание трехконтурных

(K = 3, C = 2(K – 1) = 4) замкнутых механических

систем (на основе решений в целых числах

структурного уравнения механики (1)

в случае C > K)



лением числа решений по аналитической зави-

симости (4) теоремы, предложенной выше.

Постановка многошаговой задачи и предла-

гаемый алгоритм ее целочисленного решения.

Рассматриваемая в данной работе проблема

структурного синтеза многоконтурных механи-

ческих систем для разных областей техники

(механизмы, фермы, замкнутые приводы робо-

тов и манипуляторов) [1] связана с поиском всех

вариантов целочисленных значений разных

проектных параметров (ν ν ν ν ν2 3 4 5, , , , ,K K ),

число которых три и более, а структурное урав-

нение механики для их определения только

одно [2] и имеет следующий вид линейного ал-

гебраического уравнения:

ν ν ν ν ν ν2 3 4 52 3 4 1+ + + + + - =K ( )K K ;

ν£ = -C K2 1( ), (6)

где K — задаваемое число взаимно независи-

мых изменяемых замкнутых контуров, образуе-

мых между собой звеньями механической сис-

темы; ν ν ν ν2 3 4 5, , , ,... — искомые структурные

параметры, указывающие необходимое число

двухкратных (ν2 ), трехкратных (ν3 ), четырех-

кратных (ν4 ) и т. д. многократных соединений

звеньев в узлах синтезируемой механической

системы в виде совмещенных шарниров см.

рис. 2.

В связи с этим возникает решаемая в данной

работе многошаговая задача, относящаяся

к аналитической теории чисел [7]:

1) установление существования конечного

или бесконечного множества Z ¹0 решений

в целых числах (или их полного отсутствия —

случай Z =0) исходного структурного уравне-

ния механики (6) для данной величины C;

2) точное определения величины Z для задан-

ного числа неизвестных в одном исходном урав-

нении (6); в рассматриваемых многоконтурных

механических системах это три и более разных

проектных параметра (ν ν ν2 3 4, , , ν ν5 , ,K K );

3) определение каждого из целочисленных

решений (в виде наборов искомых структурных

параметров) во всей области Z ;

4) структурный синтез разнообразных замк-

нутых механических систем на основе полу-

ченных целочисленных решений уравнения (6)

с тремя неизвестными структурными парамет-

рами (ν ν ν2 3 4, , ).

Предлагаемый алгоритм решения в целых

числах исходного структурного уравнения ме-

ханики (1) с числом неизвестных параметров

три и более (ν ν ν ν2 3 4 5, , , ,...) состоит из пяти

этапов:

1) исходное структурное уравнение меха-

ники (6) с числом неизвестных три и более

(при K ³4) вида

ν ν ν ν ν2 3 4 52 3 4+ + + + =K ; ν£ = -C K2 1( )

заменяется на порождающее линейное алгеб-

раическое уравнения вида

ν ν ν2 32+ = * ; ν ν ν
* ( ... )£ = - + +C C0 4 53 4 . (7)

Данная операция замены производится пу-

тем переноса всех неизвестных более двух

(а именно: ν ν4 5, , и т. д.) в правую часть исход-

ного уравнения (6) и замены при этом постоян-

ной целой константыC на переменную величи-

ну C C0 4 53 4= - + +( ... )ν ν . Величина C0 прини-

мает различные значения в пределах 0 0£ £C C

в зависимости от значений ν ν4 5, ,... и т. д.

в рассмотренных ниже целочисленных диапа-

зонах (8);

2) определяется возможный целочислен-

ный диапазон изменения каждого из неизвест-

ных параметров из условия их положительных

значений ν ν ν2 3 40 0 0³ ³ ³, , и т. д.:

0 0
2

0
3

0
4

2 0 3

0

4

0

5

0

£ £ £ £

£ £ £ £

ν ν

ν ν

C
C

C C

; ;

; ...;

(8)

3) определяются допустимые в этих диапа-

зонах целые значения всех неизвестных (ν ν2 3, ,

ν ν4 5, ,... и т. д.);

4) для всех допустимых целых значений па-

раметров (например, для ν4 и ν5 ) определяются

все значения переменной константы C0 и из

порождающего уравнения (7) с двумя неизвест-

ными (ν2 и ν3 ) для каждого значения C0 опре-

деляется все множество N i пар (ν2 , ν3 ) реше-

ний в целых числах;

5) составляется массив полученного мно-

жества
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Z N i

C C

C

=
=

=

å
0

0 0

(9)

целочисленных решений исходного структур-

ного уравнения механики (ν ν ν ν2 3 4 5, , , ,...) —

для последующего структурного синтеза по

ним разнообразных многоконтурных замкну-

тых механических систем взаимосвязанных

твердых тел.

Расчет конечного множества целочисленных

решений линейного алгебраического уравнения

с тремя неизвестными. Расчет производится по

формулам (6) — (9) на основе предложенной

выше теоремы о существовании конечного

множества Z таких решений в замкнутых меха-

нических системах (4) и в соответствии с ука-

занным выше алгоритмом.

Для этого исходное уравнение (6) в много-

контурных механических системах (в данном

случае при K =4) принимает вид

ν ν ν ν2 3 42 3+ + = ; ν£ =C 6 Þ ν2 6£ ;

ν3 3£ ; ν4 2£

и заменяется порождающим алгебраическим

уравнением:

ν ν ν2 32+ = * ; ν ν
* £ = -C0 46 3 (ν4 0 1 2= ; ; ).

В данном порождающем уравнении каждо-

му из трех возможных значений C0 :

C0 6= при ν4 0= ; C0 3= при ν4 1= ;

C0 0= при ν4 2=

согласно указанной теореме соответствует раз-

личное конечное множество (N1 , N 2 , N 3 ) реше-

ний в целых числах, определяемое по формуле

Z N N N Ni= = + +å 1 2 3 ,

N
m

k
m k

i = +
æ

è
ç

ö

ø
÷+

+æ

è
ç

ö

ø
÷0

0

1 1

2 2
,

где N i — число целочисленных решений в пре-

делах данного значения C0 , зависящее от сум-

мы и количества четных чисел (m0 , k0 )

и нечетных чисел (m1 , k1 ) в цифровом диапазо-

не от 0 до C0 (включительно).

Пример расчета Z для случая K = 4:

1) C0 6= (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) Þm0 0 2 4= + + +
+ =6 12, k0 4= ; m1 1 3 5 9= + + = , k1 3= Þ N1 10= +
+ =6 16;

2) C0 3= (0, 1, 2, 3) Þ m0 0 2 2= + = , k0 2= ;

m1 1 3 4= + = , k1 2= Þ N 2 3 3 6= + = ;

3) C0 0= Þ m0 0= ,k0 1= ;m1 0= ,k1 0= ÞN 3 1= ;

4) Z N N N= + + = + + =1 2 3 16 6 1 23.

Решение в целых числах структурного уравне-

ния механики с тремя неизвестными. Найдем все

целые неотрицательные решения структурного

уравнения механики (6) при K =4 (т. е. при

C =6).

Приведем уравнение (6) к виду

ν ν ν2 3 42 3 6 0+ + - = и введем E = -3 64ν .

В результате получим уравнение вида

ν ν2 32 0+ + =E , решение которого можно

представить в виде ν ν2 2 0 2= -( ) t, ν ν3 3 0= +( ) t,

где t — параметр (t = ± ±0 1 2, , ,K); ( )ν2 0 , ( )ν3 0 —

некоторое решение данного уравнения, кото-

рое соответствует определенному значению E,

x ³0, y ³0.

Заметим, что в качестве одного из решений

уравнения ν ν ν2 3 42 3 6 0+ + - =( ) при фикси-

рованном ν4 можно принять ( )ν ν2 0 4 2=- + ,

( )ν ν3 0 4 2=- + . Следовательно, все остальные

решения можно представить в виде

ν ν

ν ν

ν

2 4

3 4

4

2 2

2

= - + -

= - + +

-

ì

í
ï

î
ï

( ) ;

( ) ;

t

t

целое.

Для удобства перепишем эту систему в дру-

гом виде

ν

ν

2

3

2= -

= +

ì
í
î

p t

p t

;

.

где p=- +ν4 2, p t, — целые числа.

Далее необходимо выбрать такие пары чисел

(p t, ), которые соответствуют неотрицательным

значениям ν ν ν2 3 4, , . С учетом данного условия,

получим: p t- ³2 0,p t+ ³0, - + ³p 2 0 Þ p t³ 2 ,

p t³- , p£ 2. Исходя из этого, находим пары

чисел (p t, ): (–2,2); (–1,2); (0,2); (1,2); (–1,1);

(0,1); (0,0). Таким образом, получаем следую-

щий набор целочисленных решений (семь ре-

шений при C =6):

ν2 6= , ν3 0= , ν4 0= ; ν2 4= , ν3 1= , ν4 0= ;

ν2 2= , ν3 2= , ν4 0= ; ν2 0= , ν3 3= , ν4 0= ;

ν2 3= , ν3 0= , ν4 1= ; ν2 1= , ν3 1= ,

ν4 1= ; ν2 0= , ν3 0= , ν4 2= .
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Решая уравнение механики (6) аналогичным

методом при K =4 получим:

а) при C =5 — пять целочисленных реше-

ний вида:

ν2 5= , ν3 0= , ν4 0= ; ν2 0= , ν3 1= , ν4 1= ;

ν2 1= , ν3 2= , ν4 0= ;

ν2 2= , ν3 0= , ν4 1= ; ν2 3= , ν3 1= , ν4 0= ;

б) при C =4 — четыре целочисленных ре-

шений вида:

ν2 0= , ν3 2= , ν4 0= ; ν2 2= , ν3 1= , ν4 0= ;

ν2 1= , ν3 0= , ν4 1= ; ν2 4= , ν3 0= , ν4 0= ;

в) при C =3 — три целочисленных решений

вида:

ν2 0= , ν3 0= , ν4 1= ; ν2 1= , ν3 1= , ν4 0= ;

ν2 3= , ν3 0= , ν4 0= ;

г) при C = 2 — два целочисленных решений

вида:

ν2 2= , ν3 0= , ν4 0= ;ν2 0= , ν3 1= , ν4 0=

д) при C =1 — одно целочисленное реше-

ние вида:

ν2 1= , ν3 0= , ν4 0= ;

е) при C =0 — одно целочисленное реше-

ние вида:

ν2 0= , ν3 0= , ν4 0= .

Полученное данным методом множество це-

лочисленных решений (23 решения) линейно-

го алгебраического уравнения (6) с тремя неиз-

вестными при K =4 подтверждает метод опре-

деления числа решений по аналитической

зависимости, представленный в данной работе

выше.

Синтез и анализ возможных структур четы-

рехконтурных механических систем. Структур-

ный синтез разнообразных замкнутых механи-

ческих систем с K =4 проводится на основе

реализации всех полученных выше целочис-

ленных решений (конечное множество кото-

рых Z = 23 полностью согласуется с предвари-

тельным определением величины Z по теореме

(4)). Результаты синтеза в виде 23 структурных

схем четырехконтурных механических систем

различного строения во всем диапазоне от ν=0

до ν= =C 6 представлены на рис. 6.

Для объективной количественной оценки

сложности строения синтезированных механи-

ческих систем по предлагаемому геометриче-

скому признаку введем новое понятие — индекс

сложности строения J
ν
, равный сумме вершин

сложных звеньев (трехвершинных количеством

n3 , четырехвершинных количеством n4 , пяти-

вершинных количеством n5 и т. д.), используе-

мых для построения данной механической сис-

темы:

J n n n K nKν
= + + + + + +3 4 5 13 4 5 1K ( ) . (10)

Применение формулы (10) для всех 23 вари-

антов строения синтезированных структур (см.

рис. 6) дает следующие результаты:

J
ν= =0 14; J

ν= =1 13; J
ν= =2 12; J

ν= =3 9;

J
ν= =4 6; J

ν= =5 3; J
ν= =6 0

и позволяет выявить общую закономерность

упрощения структуры механических систем (за

счет снижения геометрической сложности со-

ставляющих ее звеньев) при переходе от ниж-

ней границы ν=0 к верхней границе ν=C их

строения с многократными связями.

Выводы

1. Установлено, что, описывающее строе-

ние узлов многоконтурных механических сис-

тем, линейное структурное уравнение механи-

ки (1) с несколькими неизвестными парамет-

рами (ν ν ν2 3 4, , ) имеет конечное множество Z

решений в целых числах (Z =4 — для двухкон-

турных систем, Z =9 — для трехконтурных сис-

тем, Z = 23 — для четырехконтурных систем),

которые могут быть практически реализованы

в виде разнообразных структур разного техни-

ческого назначения для разных областей тех-

ники (механизмы, фермы, замкнутые приводы

роботов и манипуляторов).

2. В синтезированных на основе получен-

ных 23 целочисленных решений разнообраз-

ных четырехконтурных механических системах

посредством нового геометрического критерия

индекс сложности строения J
ν

выявлена общая

закономерность конструктивного упрощения

проектируемой системы (за счет снижения

сложности составляющих систему многовер-

шинных звеньев) при переходе от нижней гра-
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ницы ν=0 (J
ν= =0 14) к верхней границе

ν= =C 6 (J
ν= =6 0) их строения, т. е. применения

в разных областях техники различных более ра-

циональных структур [2] с совмещенными

шарнирами (см. рис. 6).
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