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При проектировании волновой зубчатой передачи актуальной задачей является 
уменьшение ее кинематической погрешности, возникающей из-за деформации гибко-
го колеса, радиальных колебаний кулачка, погрешности изготовления и установки 
зубчатых колес. Обычно эту задачу решают путем повышения классов точности зуб-
чатых колес и деталей, погрешности изготовления которых влияют на точность уста-
новки кулачка. Предложена математическая модель, позволяющая на этапе проекти-
рования исследовать зависимость кинематической погрешности волновой зубчатой 
передачи от различных факторов. Разработана методика расчета, учитывающая упру-
гое взаимодействие основных элементов передачи, погрешности их изготовления и 
установки. Приведены результаты теоретических исследований влияния углового по-
ложения гибкого и жесткого зубчатых колес на кинематическую погрешность волно-
вой зубчатой передачи с кулачковым генератором волн. Доказана возможность сни-
жения кинематической погрешности передачи за счет поворота неподвижного зубча-
того колеса. 
Ключевые слова: волновая зубчатая передача, кинематическая погрешность, гибкое 
колесо, жесткое колесо, упругое взаимодействие 

When designing harmonic drives, it is important to address the issue of reducing the kine-
matic error of the drive occurring due to the deformation of the flexible gear, radial oscilla-
tions of the cam, manufacturing and installation errors of the gears. Conventionally, this 
problem is solved by increasing the accuracy class of the gears and the parts where manufac-
turing errors impact the accuracy of cam installation. A mathematical model is proposed 
that enables researchers to study the dependency of the kinematic error of the harmonic 
drive on various factors already at the design stage. Calculation techniques are developed 
that take into account elastic interaction between the main elements of the drive as well as 
manufacturing and installation errors. The results of theoretical studies of the influence of 
the angular position of the flexible and rigid gears on the kinematic error of a harmonic 
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drive with a cam wave generator are presented. The possibility of reducing the kinematic er-
ror by turning the fixed gear is proven.  
Keywords: harmonic drive, kinematic error, flexible gear, rigid gear, elastic interaction 

Благодаря многозонности и многопарности за-
цепления волновые зубчатые передачи (ВЗП) 
имеют малый мертвый ход, высокие кинемати-
ческую точность и нагрузочную способность при 
небольшых массе и габаритных размерах. ВЗП 
широко применяют в высокоточных электроме-
ханических приводах. При этом качественные 
показатели приводов в значительной степени 
зависят от точности передаточных механизмов, 
повышение которой является актуальной зада-
чей при проектировании ВЗП. 

Исследованию кинематической погрешности 
(КП) ВЗП посвящены работы С.Н. Истомина, 
П.К. Попова, Ф.И. Фурсяка, Г.А. Тимофеева  
и др. [1–7]. В своих исследованиях ученые отме-
чают, что КП таких передач обусловлена дефор-
мацией их элементов (собственной погрешно-
стью) и погрешностью изготовления и установ-
ки зубчатых колес (ЗК) и генератора волн. 

Алгебраическое суммирование погрешностей 
деталей существенно завышает значение КП ВЗП, 
что объясняется упругой деформацией звеньев. 
Поэтому для определения КП необходимо ис-
пользовать методику, основанную на расчете 
упругого взаимодействия элементов ВЗП [7–9]. 
 
Постановка задачи. В ранее проведенных ис-
следованиях анализировалось влияние погреш-
ностей изготовления ЗК и установки элементов 

передачи на ее КП. Применяемые при этом ме-
тодики учитывали возможность различного 
положения векторов погрешностей кулачка, 
гибкого (ГК) и жесткого (ЖК) колес. 

Однако до настоящего времени не оценива-
лось влияние взаимного углового расположе-
ния векторов погрешностей кулачка, ГК и ЖК 
на КП передачи, не проверялась возможность 
уменьшения КП ВЗП путем подбора углового 
положения неподвижного колеса. 

Цель работы — анализ влияния угловой ко-
ординаты неподвижного ЗК на наибольшую 
кинематическую погрешность ВЗП с кулачко-
вым генератором волн, а также проверка воз-
можности увеличения КП передачи за счет по-
ворота неподвижного колеса. 
 
Математическая модель. Объектом исследова-
ния являлась ВЗП с кулачковым генератором 
волн, конструктивная схема которой приведена 
на рис. 1. На КП значительное влияние оказыва-
ет деформация элементов ВЗП, поэтому для 
определения КП выполняют расчет упругого 
взаимодействия ЗК и гибкого подшипника (ГП). 

При этом ВЗП представляют в виде упругой 
системы с односторонним контактом звеньев 
[8, 9]. В математической модели учитывают 
контактные деформации боковых поверхно-
стей зубьев, тел качения, дорожек качения ГП и 
упругие деформации ГК, опор ЗК и кулачка. 

Разрешающая система уравнений имеет вид 
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Здесь ijD  — приведенные матрицы податли-
вости; kG  — матрицы, связывающие прираще-
ния зазоров с векторами смещений, k = 1, …, 6; 

1,A  
1 ,A  2 ,A  

2 ,A  3 ,A  
3A  — матрицы коэффи-

циентов в уравнениях равновесия ЖК, ГК, 
наружного кольца ГП (НКГП) и кулачка как 

 
Рис. 1. Конструктивная схема ВЗП с кулачковым 

генератором волн: 
1 — ЖК; 2 — ГК; 3 — гибкий подшипник;  

h — кулачок 
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жестких тел в плоскости движения; 1 ,С  2С  и 
3С  — матрицы жесткости опор ЖК, ГК и кулач-

ка соответственно; 1F , 2 ,F  3F  — векторы узло-
вых сил между боковыми поверхностями зубьев, 
взаимодействующими поверхностями ГК и ГП, 
внутренним кольцом ГП и телами качения соот-
ветственно; 1a , 2a , 3a , 4a  — векторы смещений 
ЖК, ГК, НКГП и кулачка; 1,δ  2 ,δ  3δ  — векторы 
зазоров в узловых точках между ЖК и ГК, ГК и 
НКГП, НКГП и телами качения соответственно; 

1 ,pδ  2 ,pδ  3 pδ  — векторы зазоров в узловых 
точках между недеформированными элемента-
ми (ЖК и ГК, ГК и НКГП, НКГП и телами каче-
ния);   Т0, 0, gMB  — вектор внешних сил, 
действующих на ГК, gM  — вращающий момент 
на ГК; 0 — нулевая матрица; M  — количество 
односторонних связей в системе, равное сумме 
размерностей векторов 1,F  2 ,F  3 .F  

Последние четыре строки системы линей-
ных уравнений в системе (1) представляют со-
бой уравнения равновесия ЖК и ГК, наружно-
го колеса ГП и кулачка. Два неравенства и по-
следнее уравнение выражают односторонний 
характер взаимодействия. Для решения систе-
мы (1) используют метод введения восстанав-
ливающих сил [10]. 

К причинам возникновения КП ВЗП с ку-
лачковым генератором волн относятся: 

• упругая деформация ГК и ГП; КП при аб-
солютно точном изготовлении и установке де-
талей передачи называется собственной КП и 
составляет 0,25…2,00; 

• неточность установки кулачка, вызванная 
погрешностями изготовления деталей передачи; 

• погрешность изготовления ЗК; при совпа-
дении базовой и технологической осей ЗК эти 
погрешности обусловлены изменением угловых 
координат зубьев. 

Погрешности деталей, расположенные в 
разных плоскостях, приводятся к расчетной 
плоскости с помощью коэффициентов приведе-
ния [11, 12]. Такие погрешности являются век-
торами. Погрешность установки кулачка равна 
геометрической сумме трех составляющих 
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he  — погрешности, вращающиеся с 
кулачком и с ГК; b

he  — неподвижная погреш-
ность установки кулачка. 

Проекции погрешности he  на подвижные 
оси координат 1x  и 1,y  жестко связанные с ку-
лачком, определяются выражениями 

      

  

      

  

1

1

cos cos( )

cos( );

sin( ) sin( )

sin( ),

g gh h
hx g hh h h h

b b
hh h

g gh h
hy g hh h h h

b b
hh h

e e e

e

e e e

e

 

где h h
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h he e ;   , ,gh b

h h h  — 
угловые координаты погрешностей , ,gh b

h h he e e   
в начальном положении, т. е. при φ 0h  и 
  0g ; g  — угловая координата ГК; φh  — 
угловая координата кулачка, т. е. угол между 
неподвижной осью x и малой осью кулачка 
(осью 1x ). 

Погрешность ,g
he  оказывающая незначи-

тельное влияние на кинематическую точность 
ВЗП, при расчетах не учитывается   0g

he . При 
определении КП передачи предполагается, что 
начальные фазы погрешностей h

he  и b
he  равны 

нулю     0, 0h b
h h . 

В погрешности ЗК принята во внимание 
только первая гармоника. При этом КП ЗК 
учитывается путем задания отклонения угло-
вых координат зубьев ГК и ЖК от их номи-
нальных положений. Разности между действи-
тельными и номинальными положениями 
зубьев ГК g

i  и ЖК b
i  колес относительно 

большой оси кулачка определяются следую-
щим образом: 
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где 1iF  и 2iF  — допуски на кинематическую по-
грешность ГК и ЖК; g

i  — угловая координата 
i-го зуба ГК при   0g ; b

i  — угловая коорди-
ната i-го зуба ЖК; g  и b  — фазы расположе-
ния погрешностей ГК и ЖК; 1r  и 2r  — дели-
тельные радиусы ГК и ЖК. 

В приведенных далее результатах исследо-
вания КП передачи вычислялась при медлен-
ном вращении кулачка и постоянном значении 
вращающего момента на ГК .gM  

При заданном значении h  КП передачи 
определяется как разность номинального и 
расчетного углов поворота ГК  КПП ( )hF  

      0 ,h hg g gu  где hgu  — передаточное 
отношение ВЗП;  0g  — начальный угол пово-
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рота ГК (при   0h ). Наибольшая КП передачи 
iorF  равна наибольшей алгебраической разно-

сти значений КП передачи КППF  за полный 
цикл изменения относительного положения ЗК 
      0 , 360H  и      0 0 , 360g . 

 
Результаты исследования. Для теоретического 
исследования выбрана ВЗП (см. рис. 1), имеющая 
следующие основные параметры: числа зубьев ГК 

 200gz  и ЖК  202bz ; модуль зацепления m =  
= 0,8 мм; коэффициенты смещения  3,1gx  и 

 3,3bx ; толщина обода ГК под зубчатым венцом 
1 1, 4h  мм; толщина оболочки ГК 3 1, 4h  мм; 

ширина зубчатого венца  32wb  мм; длина обо-
лочки ГК 160l  мм; число тел качения в ГП N =  
= 24. Начальная радиальная деформация ГК 

0 1,2 .W m  Допуски на КП зубчатых колес 
  1 2 75 мкмi iF F , погрешности установки ку-

лачка  80 мкмb
he  и  30мкм.h

he  
На рис. 2 показано изменение КП передачи 

КППF  за один оборот кулачка при вращающем 
моменте на ГК  80gM  Н м  и различных уг-
ловых положениях ГК   φ 20, 100 и 300 .g  
При получении зависимостей   КПП hF f  
приняты фазы расположения КП ГК   260b  
и ЖК   0 .g  

Угол поворота ГК g  оказывает значитель-
ное влияние на наибольшую КП передачи, вы-
численную за один оборот кулачка: погреш-
ность изменяется в 2–3 раза. Этот факт объяс-
няется тем, что взаимное расположение 

погрешностей, определяемое фазами  g
g , 

b  и b
h , влияет на время, в пределах которого 

осуществляется одноволновое зацепление. Од-
новолновое зацепление, появляющееся из-за 
погрешностей изготовления и установки дета-
лей передачи, значительно увеличивает КП. 

Приведенные на рис. 2 зависимости указы-
вают на то, что наибольшую КП ВЗП iorF  необ-
ходимо определять за полный оборот ГК. При 
этом кулачок должен совершить число оборо-
тов, определяемое выражением uhg = zg/(zg – zb). 

На рис. 3 показана зависимость наибольшей 
КП передачи iorF  от взаимного расположения 
погрешности ЖК и неподвижной погрешности 
кулачка .b

he  Взаимное расположение указанных 
погрешностей характеризуется разностью фаз 
 b b

h . Изменение разности фаз  b b
h  при 

 80  Н мgM  позволяет уменьшить наиболь-
шую КП с 31 до 15 (см. рис. 3, кривая 1), а при 

 800  Н мgM  — с 13 до 2 (кривая 2). Следова-
тельно, подбором углового положения ЖК 
наибольшую КП ВЗП можно снизить более чем 
в 2 раза. 

Выводы 

1. Размах КП ВЗП зависит от углового по-
ложения подвижного ЗК, поэтому наибольшую 
КП следует определять за один полный оборот 
ведомого ГК. 

  
Рис. 2. Зависимость КП ВЗП FКПП от угловой  

координаты кулачка h  при вращающем моменте  
на ГК  80 Н мgM  и различных угловых  

положениях ГК: 
1 —   20 ;g  2 —   100 ;g  3 —   300g  

 

Рис. 3. Зависимость наибольшей КП ВЗП iorF   
от разности фаз  b b

h  при различных  
значениях вращающего момента  

на ГК: 
1 —  80 Н мgM ; 2 —  800 Н мgM  
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2. Взаимное расположение погрешности 
ЖК и неподвижной погрешности установки 
кулачка оказывает влияние на наибольшую КП 

передачи. Значение КП можно значительно 
уменьшить путем подбора углового положения 
неподвижного ЖК. 
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