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Рассмотрено управляемое движение исследовательского космического аппарата с 
солнечным парусом каркасного типа. При выполнении программных разворотов 
солнечного паруса возникают возмущающие силы, характеристика которых зависит 
от особенностей его конструкции. Чтобы провести анализ управляемого движения 
космического аппарата с солнечным парусом, необходимо учесть особенности кон-
струкции этого устройства. Разработана конечно-элементная модель конструкции 
космического аппарата с солнечным парусом каркасного типа. Предложена матема-
тическая модель его движения в комбинированной гелиоцентрической системе коор-
динат. Сформулированы локально-оптимальные законы управления сохранения и 
изменения орбитальных элементов. На основе математической модели создана про-
грамма для моделирования движения космического аппарата с солнечным парусом в 
гелиоцентрической системе координат. Проведен анализ данных, полученных при 
моделировании, в результате которого выявлена целесообразность использования 
технологии солнечного паруса для совершения межпланетных перелетов. 
Ключевые слова: солнечный парус, математическая модель движения, конечно-
элементная модель, управляемое движение, локально-оптимальные законы управ-
ления 

The paper considers guided motion of a research spacecraft with a frame-type solar sail. 
When scheduled turns of the solar sail are performed, disturbing forces appear, the 
characteristics of which depend on the solar sail design. It is necessary to take into account 
the design features of the solar sail to analyze the controlled motion of the spacecraft. 
A finite element model of a frame-type solar sail spacecraft construction is developed. 
A mathematical model of motion in the combined helio-centric coordinate system is 
described. Local-optimal control laws of orbit elements maintenance and correction are 
formulated. The software developed for simulating the motion of a spacecraft with a solar 
sail in the heliocentric coordinate system is used in this study. The analysis of the data 
obtained during motion simulation demonstrates the feasibility of using the solar sail 
technology for interplanetary flights. 
Keywords: solar sail, mathematical motion model, finite-element model, controlled motion, 
local-optimal control laws 
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В настоящее время растет интерес к межпла-
нетным миссиям внутри Солнечной системы. 
Исследование межпланетных перелетов и око-
лосолнечного пространства позволяет найти 
ответы на многие фундаментальные вопросы 
формирования Солнечной системы, возникно-
вения и развития жизни на Земле. 

Перспективным путем снижения стоимости 
таких миссий является использование физиче-
ских принципов, не связанных с затратами ра-
бочего тела, для формирования заданных ге-
лиоцентрических траекторий, например, дви-
жение с помощью солнечного паруса (СП). 
Возможность сократить расходы на межпла-
нетные миссии вызывает огромный интерес к 
технологии СП [1–4]. 

В последние годы значительное количество 
работ посвящено движению космического ап-
парата (КА) с СП. За прошедшие десять лет 
космическими агентствами США, Японии и 
Европы накоплен большой опыт применения 
СП для гелиоцентрических перелетов [2–4]. 

Цель работы — моделирование управляе-
мого движения КА, оснащенного СП каркас-
ного типа, с учетом особенностей конструк-
ции СП. 

В качестве примера рассмотрим методику 
проектно-баллистического анализа КА [5],  
совершающего перелет Земля — астероид 
433 Эрос. Предполагаем, что КА выходит из 
сферы действия Земли с помощью разгонного 
блока и после развертывания начинает авто-
номный управляемый полет. Законы измене-
ния углов установки парусом, определяемые 
по локально-аналитическим зависимостям [6], 
задают траекторию гелиоцентрического дви-
жения центра масс. 

 
Математическая модель движения КА с СП. 
СП — это устройство, использующее давление 
солнечного света на зеркальную поверхность 
для приведения в движение КА [1]. Огромное 
преимущество применения СП состоит в том, 
что он полностью способен заменить двига-
тельную установку на борту КА. Отсутствие 
рабочего тела позволяет существенно умень-
шить массу всего КА. Модель КА с СП приве-
дена на рис. 1. 

Принцип работы ТЭУ ориентацией СП за-
ключается в изменении отражательных харак-
теристик. При подаче напряжения ТЭУ стано-
вится непрозрачным, а при отключении ТЭУ от 
питания пленка становится прозрачной. Счита-

ем, что при подаче напряжения ТЭУ полностью 
поглощает падающие фотоны. При отключении 
от питания пленка будет полностью пропускать 
фотоны, которые затем будут отражаться от 
поверхности СП. Вследствие разницы нор-
мальных составляющих сил светового давле-
ния, действующих на ТЭУ, создается внешний 
момент, влияющий на ориентацию СП. Подоб-
ное управление успешно испытано на КА с СП 
IKAROS [3]. 

Для составления математической модели 
движения необходимо определить силу тяги 
СП. Рассмотрим плоский СП с отражающей 
поверхностью (рис. 2). На поверхность СП па-
дают фотоны под углом  к нормали этой по-
верхности. 

 
Рис. 1. Модель КА с СП: 

1 — КА; 2 — СП; 3 — балки развертывания (БР);  
4 — тонкопленочные элементы управления (ТЭУ) 

 
Рис. 2. Схема распределения составляющих  

вектора тяги: 
1–3 — рассеянные, отраженные и падающие лучи  

соответственно; 4 — поверхность СП; F — вектор полной 
силы тяги; rF , dF , падF , F  и F  — векторы силы тяги 

от зеркально отраженных, диффузно отраженных,  
падающих, прошедших сквозь СП и поглощенных  
фотонов соответственно;  — управляющий угол;  
 — угол отклонения вектора полной силы тяги  

от нормали СП n 
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Вектор полной силы тяги 

       падF F F F F , 

где F  — вектор силы тяги от отраженных 
фотонов, 

      .r dF F F  

Для определения полной силы тяги необхо-
димо найти каждую из ее составляющих: 

вектор силы тяги от падающих фотонов 
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вектор силы тяги от поглощенных фотонов 

  
            
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02
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вектор силы тяги от прошедших сквозь СП 
фотонов 

    0F . 

Здесь S — площадь СП; 2
Земля 0( / )P R r  — сила 

давления фотонов на расстоянии r от Солнца, 
PЗемля = 4,55 ∙ 10–6 Н·м–2 ( 0R  = 149,6∙106 км или 
1 а.е.) [7];  ,r    и d  — коэффициент зеркаль-
ного отражения, отражения и диффузного от-
ражения соответственно; ,fB  bB  и  ,f  b  — 
коэффициенты Ламберта и излучения осве-
щенной и теневой сторон СП соответственно; 
 — коэффициент поглощения. 

Коэффициенты, характеризующие свойства 
поверхности СП, связаны равенством 
    1,  

где τ — коэффициент пропускания. 
Таким образом, сила полной тяги принимает 

вид 
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При выборе материала СП следует стре-
миться к тому, чтобы  1,r   0,d   0  и 

 0.  В случае идеально отражающей поверх-
ности СП  1,r   0,d    0  и   0,  а следова-
тельно, пад .F F  В рассматриваемом случае 
вектор полной тяги идеально отражающего СП 

идеалF  совпадает с нормалью к поверхности СП, 
а его модуль определяется выражением 

      
 

2
02

идеал Земля2 cos .RF S P
r

 

Модель СП с идеально-отражающей по-
верхностью удобно использовать для модели-
рования движения. Полное ускорение для тако-
го СП вычисляется по формуле 

      
 

2
02

Земля2 cos ,S Ra P
m r

  (1) 

где m — масса КА с СП. 
Гелиоцентрическое пространственное дви-

жение КА будем задавать в комбинированной 
полярной системе координат (рис. 3) безраз-
мерным фазовым вектором 
    T( , , , , , ) ,r ur u v v iX  

где r — расстояние между центрами масс КА и 
Солнца; u — аргумент широты; rv  и uv  — ра-
диальная и трансверсальная скорости КА;   — 
долгота восходящего узла; i — наклонение ор-
биты. 

Изменение фазовых координат в рамках за-
дачи двух тел с учетом возмущающих ускоре-
ний и ускорения от СП описывается системой 
дифференциальных уравнений [8] 

 
Рис. 3. Фазовые координаты КА с СП для описания 
некомпланарного гелиоцентрического движения: 
1 — афелий; 2 и 4 — нисходящий и восходящий узлы;  

3 — перигелий; ,rv  uv  и v  — вектор радиальной, 
трансверсальной и полной скорости КА соответственно; 

r — радиус-вектор; ТВР — точка весеннего  
равноденствия 
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где ,za  ,ra  ua  — составляющие полного уско-
рения a; ,zf  ,rf  uf  — компоненты возмущаю-
щего ускорения. 

Если полное ускорение a определяется вы-
ражением (1), то его составляющие описывают-
ся следующим образом: 
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где 1  и 2  — составляющие управляющего 
угла  (рис. 4). 

Из рис. 4 видно, что  — это угол между ра-
диусом-вектором r и нормалью СП n; 1  — 
угол между радиусом-вектором r и проекцией 
вектора нормали СП на плоскость орбиты; 
2  — угол между нормалью СП и ее проекцией 
на плоскость орбиты. 

Зависимость управляющего угла  от его со-
ставляющих определяется соотношениями 

   1 2cos cos cos ;  

       2 2 2 2
1 1 2 2sin sin sin sin sin .  

Для определения управляющих углов 1  и 
2  используют локально-оптимальные законы 
управления СП. В работе [9] выведены анали-
тические выражения для управляющего угла 1  
с целью наибольшего изменения большой по-
луоси, радиусов пери- и апоцентра, а также 
эксцентриситета орбиты за один виток на ос-
нове системы дифференциальных уравнений 
движения в форме Лагранжа. 

В работе [10] получены аналитические вы-
ражения для управляющего угла 1  с целью 
наискорейшего изменения оскулирующих эле-
ментов орбиты в форме: 

 
    

    
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2 2
2 1 1 2

1 2 2
1 2

( ) ( ) 9 ( ) 8 ( )1 arcsin ,
2 3 ( ) ( )

f f f f

f f
 

где 1,f  2f  — компоненты локально-оптималь-
ных законов управления;   — угол истинной 
аномалии. 

Этот закон управления углом 1  обеспечи-
вает максимальную скорость изменения одного 
из оскулирующих элементов гелиоцентриче-
ской орбиты. В табл. 1 приведены компонен-
ты 1f  и 2 ,f  определяющие максимальную ско-
рость изменения соответствующих орбиталь-
ных элементов при плоском движении. 
Таблица 1 

Значения компонентов локально-оптимальных 
законов управления для оскулирующих  
элементов гелиоцентрической орбиты 

Элемент 
Компоненты 

1f  2f  

Фокальный пара-
метр p 0   

 1
1 cose

 

Большая полу-
ось a  cose   1 cose  

Эксцентриситет e  sin  
 
 


2cos 2cos
1 cos

e e
e

Радиус перицен-
тра rπ 

sin      
 


22 1 cos sin

1 cos
e

e
Радиус апоцентра 
r  sin      

 


22 1 cos sin
1 cos

e
e

Аргумент пери-
центра  cos     

 


sin 2 cos
1 cos

e
e

 

 
Рис. 4. Схема определения управляющего угла   

и его составляющих 1 и 2:  
1 — плоскость эклиптики; 2 и 6 — нисходящий  

и восходящий узлы; 3 — перпендикулярная плоскость;  
4 — плоскость орбиты; 5 — орбита; орбn  — проекция 

 вектора нормали СП на плоскость орбиты 
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Таблица 2 
Локально-оптимальные законы  

управления углом λ2  

Действие 
Условия 

для наклонения  
орбиты i 

для долготы восхо-
дящего узла Ω 

Прираще-
ние 

 2sign(cos )sin 0u   2sign(sin )sin 0u

Уменьше-
ние 

 2sign(cos )sin 0u   2sign(sin )sin 0u

Сохране-
ние 

 2 0   2 0  

 
Локально-оптимальные законы управления 

углом 2 ,  обеспечивающие наискорейшее из-
менение или сохранение оскулирующих эле-
ментов орбиты, описывающих изменение плос-
кости движения, приведены в табл. 2. 

Из табл. 2 следует, что управляющий угол 
 2 0  обеспечивает сохранение неизменной 
плоскости орбиты. Управляющий угол 

  2 35,7  обеспечивает наискорейшее увели-
чение или уменьшение наклонения орбиты i  
и долготы восходящего узла Ω. 

 
Конечно-элементная модель конструкцион-
ных элементов. Выбранный тип управления 
движением КА с СП влияет на поведение тон-
копленочной конструкции СП. При выполне-
нии программных разворотов СП возникают 
возмущающие силы, зависящие от характери-
стики конструкции СП. Для анализа конструк-
ции СП каркасного типа и БР на прочность и 
устойчивость в процессе перелета необходимо 
провести конечно-элементное моделирова-
ние [11, 12]. 

Расчет конструкции КА с СП на прочность 
сделан в условиях действия давления солнечно-
го света на гелиоцентрической траектории 
вблизи орбиты Земли с учетом возмущений, 

возникающих в результате программных раз-
воротов СП. При этом на поверхность СП дей-
ствует давление солнечного света, равное 
9,28 ∙ 10–6 Н/м2 [1]. Нормаль отражающей по-
верхности СП КА ориентирована на источник 
света, т. е. сила светового давления направлена 
перпендикулярно поверхности полотна СП. 

Для моделирования поведения полотна СП  
и БР построены их геометрические модели 
(рис. 5, а и б) и выбраны следующие типы ко-
нечных элементов: центральное тело, являюще-
еся центром сосредоточенной абсолютно жест-
ко закрепленной массы; БР, рассчитываемые 
как балочные элементы, прикрепленные к цен-
тру сосредоточенной массы; полотно СП, со-
стоящее из четырех лепестков треугольной 
формы. 

Каждый лепесток служит оболочным эле-
ментом и прикреплен к центральному телу и 
концам БР. 

Техническая характеристика 
    БР СП 
Материал . . . . . . . . . . . . . . . . . . Углепластик Каптон 
Модуль упругости, МПа . . . . . . . . . . . 67000  2500 
Коэффициент Пуассона . . . . . . . . . . . . . 0,33 0,34 
Плотность, кг/м3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1550 1420 
Толщина, м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 ∙ 10–3 5 ∙ 10–6 

Длина, м . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  31 22 

 
Результаты моделирования. На основе разра-
ботанной математической модели управляемого 
движения создана программа [13], предназна-
ченная для моделирования гелиоцентрических 
перелетов КА, оснащенного СП, с орбиты Земли 
к потенциально опасным астероидам. Для реше-
ния системы дифференциальных уравнений (2) 
использован метод Рунге — Кутты. 

Результатами моделирования являются тра-
ектория движения КА, графические зависимо-
сти параметров движения КА от времени поле-
та, а также значения продолжительности пере-

       
Рис. 5. Геометрические модели полотна СП (а) и БР (б)
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лета, угловые скорости и ускорения КА для со-
вершения программных разворотов. Получен-
ные данные можно использовать для оценки 
проектируемой миссии, в том числе для расчета 
поведения конструкции СП. 

В качестве примера моделирования межпла-
нетной миссии с помощью разработанной про-
граммы рассмотрим перелет КА, оснащенного 
СП, с орбиты Земли к потенциально опасному 
астероиду 433 Эрос. 

        
Рис. 6. Начальное (а) и конечное (б) положения КА с траекторией перелета: 

▲ — КА с СП;  — астероид;  — Земля;  — Солнце 

     

     

    
Рис. 7. Зависимости параметров полета КА от его времени t: 

а — расстояния между центрами масс КА и астероида R; б — расстояния между центрами масс КА и Солнца r;  
в — управляющего угла 2; г — наклонения орбиты КА i; д — радиальной скорости КА vr;  

е — трансверсальной скорости КА vu 
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При моделировании движения приняты 
следующие допущения: выход из сферы дей-
ствия Земли осуществляется с помощью раз-
гонного блока с двигателем большой тяги; ге-
лиоцентрические фазовые координаты старто-
вой орбиты совпадают с таковыми для Земли; 
управляющий угол 1 является постоянной ве-
личиной. 

Граничные условия сеанса моделирования 
Пункт назначения . . . . . . . . . . . . . . Астероид 433 Эрос 
Дата старта, дд.мм.гггг . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12.03.2022 
Дата завершения миссии, дд.мм.гггг . . . . . . 12.03.2027 
Масса КА с СП, кг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83,7 
Площадь СП, м2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  500 
Управляющий угол 1, град . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15,45 
Управляющий угол 2, град . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35,7 
Наклонение орбиты: 
     КА на дату старта миссии, град . . . . . . . . . . . . . 0,17 
     астероида на дату завершения миссии, град . . 10,83 

Весь перелет можно разделить на два этапа. 
Первый — приведение орбиты движения КА в 
плоскость орбиты астероида, т. е. увеличение 
наклонения орбиты КА с 0,17 до 10,62   1( 0 ;  
  2 35,7  ).  Второй этап — перелет КА с СП 
к астероиду в плоскости орбит  1 15, 45( ;  
  2  0 ).  

Результаты проведенного сеанса моделиро-
вания продемонстрировали способность КА с 

СП совершить перелет к астероиду 433 Эрос за 
1826 дней. На рис. 6 приведены начальное и 
конечное положения КА с траекторией пере-
лета. 

Зависимости параметров полета — расстоя-
ния между центрами масс КА и Солнца r, рас-
стояния между центрами масс КА и астерои-
да R, радиальной скорости КА vr, трансверсаль-
ной скорости КА vu, управляющего угла 2 и 
наклонения орбиты КА i — от времени полета 
приведены на рис. 7. 

Согласно результатам проведенного сеанса 
моделирования, КА с СП совершил девять пол-
ных полувитков вокруг Солнца за 1826 дней. 
Наклонение орбиты КА увеличилось с 0,17 до 
10,62 . Относительная погрешность достиже-
ния значения наклонения орбиты составляет 
1,94 %. 

Для проведения нелинейно-статического 
анализа разработаны конечно-элементные мо-
дели СП и БР, чтобы оценить прочностные ха-
рактеристики моделируемой конструкции КА с 
СП. Результаты прочностных расчетов также 
необходимо учитывать при проектировании 
межпланетной миссии. 

После проведения нелинейно-статического 
анализа конструкции КА с СП получены следу-
ющие результаты: 

• максимальная деформация СП (3,447 мм) 
наблюдалась в центральной области внешней 
стороны полотна (рис. 8, а); 

• максимальное напряжение (0,0013 МПа) 
возникло в области крепления лепестка СП к 
БР (рис. 8, б). 

Анализ результатов нелинейно-статического 
анализа конструкции КА с СП позволил сделать 
вывод, что максимальные напряжение и де-
формация, полученные при нагружении кон-
струкции КА с СП давлением солнечного света 
на орбите Земли, не превышают критических 

 

 
Рис. 8. Распределение деформаций, мм, (а)  

и напряжений, МПа, (б) в СП 
 

Рис. 9. Потеря устойчивости соединения БР и СП 
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значений. Это означает, что разработанная мо-
дель КА с СП может быть использована при 
проектировании межпланетной миссии. Но 
прежде всего необходимо провести моделиро-
вание опорного элемента СП — БР. 

В рамках работы выполнен анализ началь-
ной устойчивости соединения БР и СП. Рас-
смотрена только внешняя часть БР, так как в 
этой области она будет испытывать максималь-
ные напряжения и деформации. 

После проведения анализа потери устойчи-
вости при моментном соединении БР и СП по-
лучены следующие результаты: 

• коэффициент критической нагрузки k > 1; 
потеря устойчивости не ожидается (рис. 9); 

• максимальные эквивалентные напряжения 
(0,000831 МПа) возникли на верхней кромке БР 
(рис. 10, а); 

• максимальные сдвиговые (касательные) 
напряжения (0,0000443 МПа) наблюдались в 
точке крепления СП с БР (рис. 10, б); 

• максимальные продольные напряжения 
(0,000574 МПа) возникли в основании профиля 
балки (рис. 10, в). 

На основании результатов проведенного ана-
лиза можно утверждать, что в области соедине-
ния СП и БР под воздействием солнечного света 
и внешних возмущений, вызванных программ-
ными поворотами, эквивалентные, касательные 
и продольные напряжения не превышают кри-
тических значений. Следовательно, разработан-
ная модель КА с СП может быть использована 
при проектировании межпланетной миссии. 

Выводы 
1. Предложены конечно-элементная и мате-

матическая модели КА с СП. Каждая из моде-
лей необходима для проектирования межпла-
нетной миссии. Конечно-элементная модель 
позволяет исследовать конструкцию КА с СП 
на прочность. Математическая модель положе-
на в основу программы, предназначенной для 
моделирования движения КА с СП в гелиоцен-
трической системе координат. 

2. С помощью разработанной программы 
проведено моделирование перелета КА, осна-
щенного СП, с орбиты Земли к потенциально 
опасному астероиду 433 Эрос. В качестве ре-
зультатов моделирования получены траекто-
рия движения КА и графические зависимости 
параметров полета от времени, а также чис-
ленные значения продолжительности переле-
та, наклонения конечной орбиты КА с СП, от-
носительной погрешности конечного накло-
нения орбиты. 
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