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При достижении большой сверхзвуковой скорости полета летательного аппарата в 
потоке появляется плазма. Это затрудняет использование традиционной «поршне-
вой» теории и ее модификаций для решения задачи аэроупругости. Предложено мо-
делировать поток системой двухмассовых газовых гирочастиц, способных разделять-
ся на два заряда и ионизировать поток. Двухмассовая газовая гирочастица имеет 
упругие элементы и две пары кратных частот колебаний. В результате взаимодей-
ствия с обтекаемой поверхностью упругой конструкции гирочастица раскручивается, 
начинает пульсировать. Кратные частоты колебаний расщепляются. Как только ча-
стота пульсаций газовой гирочастицы достигает частоты собственных колебаний 
упругой конструкции, наступает резонанс. Это флаттер. Принято, что сверхзвуковой 
характер обтекания определяется не скоростью движения летательного аппарата, а 
частотой вращения газовых гирочастиц. Чем она больше, тем значительнее аэроди-
намическое сопротивление. Если частота вращения газовых гирочастиц достаточно 
велика, то имеет место «эффект экранирования»: летательный аппарат тормозится и 
опрокидывается. Это дивергенция. Наличие плазмы не учитывается. С помощью 
двухмассовой гирочастицы предложена 2D-интерпретация флаттера и дивергенции. 
Ключевые слова: сверхзвуковая аэроупругость, газовая гирочастица, расщепление 
частоты колебаний 

When a flying vehicle reaches a high supersonic speed, plasma occurs in the flow, hamper-
ing the application of the traditional piston theory and its modifications to solve the aeroe-
lasticity problem. This work considers flow modelling using a system of two-mass gas gyro-
particles capable of dividing into two charges and ionizing the flow. The two-mass gas gyro-
particle has two elements and two pairs of multiple frequencies. As the gyro-particle inter-
acts with the surface of an elastic body, it starts to rotate and pulsate, and the multiple fre-
quencies split. As the pulsation frequency of the gas gyro-particle reaches the natural oscilla-
tion frequency of the elastic structure, resonance occurs and the structure flutters. It is as-
sumed that the supersonic character of the flow is determined not by the velocity of the 
flying vehicle, but by the rotational frequency of the gas gyro-particle. The higher the parti-
cle’s rotational frequency, the higher the aerodynamic drag. If the rotational frequency is 
high enough, then the screening effect takes place: the vehicle decelerates and turns upside 
down. This is called divergence, and the plasma is not taken into account. In this work, a 2D 
model is used to interpret the flutter and the divergence effects. 
Keywords: supersonic aeroelasticity, gas gyro-particle, multiple-frequency splitting 
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Постановка задачи. Рассмотрено обтекание 
упругого тела (УТ) газом с большой сверхзву-
ковой скоростью. С одной стороны, с увеличе-
нием скорости движения летательного аппара-
та поверхность фронта скачка уплотнения при-
ближается к обтекаемой поверхности. С другой 
стороны, с повышением скорости перемещения 
потока растет толщина турбулентного погра-
ничного слоя, в котором имеют место активные 
сдвиговые (вихревые) движения газа, интен-
сивные пульсации. 

Исследована ситуация, когда толщина по-
граничного слоя соизмерима с зазором между 
поверхностью фронта скачка и обтекаемой по-
верхностью. Если есть плазма, то все переме-
шивается, фронт скачка размывается [1, 2]. 
Анализа статического равновесия системы [3, 
4] недостаточно. 

Вместо четко очерченной поверхности 
фронта скачка следует рассматривать динамику 
объемного контактно-вихревого образования с 
размытыми границами. Понятие контактно-
вихревой структуры в сверхзвуковом потоке 
введено в диссертации [5], свободно распро-
страняемой в Интернете. Возможность вихре-
вой интерпретации сверхзвукового обтекания 
обоснована в статье [6]. 

В настоящее время при решении практиче-
ских задач сверхзвуковой аэроупругости ши-
роко используют «поршневую» теорию и ее 
модификации. Получены важные результаты 
[7, 8]. Известный метод вихревых элементов 
[9, 10] хорошо работает в идеальной жидкости. 

Метод частиц дает такие дополнительные 
возможности расчета, как совместное рас-
смотрение аэродинамических пульсаций и ко-
лебаний УТ, использование произвольной 
геометрии обтекаемой поверхности, трехмер-
ный анализ, учет трения и сжимаемости среды, 
уточнение природы пульсаций, учет эффектов 
распада и объединения частиц, влияния 
нагрева и т. п. Варьируя параметры силовой 
характеристики частицы, можно легко менять 
сверхзвуковой режим течения потока на до-
звуковой и наоборот. Поставленная задача — 
это задача Коши с начальными условиями. 

Понятие элементарной гирочастицы (ГЧ) 
введено в книге [11]. В настоящей статье ис-
пользованы так называемые двухмассовые 
упругие газовые ГЧ с заданной силовой харак-
теристикой отталкивания. 

Частицы — это материальные точки [12, 13]. 
Двухмассовая газовая ГЧ учитывает упругость 

среды и при определенных условиях может 
разделиться на два электрических заряда и 
ионизировать поток. Каждая частица взаимо-
действует с каждой. Обтекаемое УТ также мо-
делируют совокупностью частиц с упругими 
связями. При взаимодействии частиц УТ с 
двухмассовыми упругими газовыми ГЧ набега-
ющего сверхзвукового потока возникает вихре-
вая картина, интенсивные пульсации. Четкую 
геометрическую форму фронта скачка уплотне-
ния выявить нельзя. 

Нераскрученная двухмассовая упругая га-
зовая ГЧ имеет кратную частоту собственных 
колебаний. С увеличением параметра гироско-
пического нагружения кратная частота рас-
щепляется, т. е. если частота колебаний (пуль-
саций) газовой ГЧ сближается с собственной 
частотой колебаний обтекаемого УТ, то насту-
пает резонанс. 

Следует отметить, высокую скорость схо-
димости решений по числу частиц [12, 13]. Их 
потребное количество для решения тестовых 
задач сравнительно невелико (десятки, сотни). 

Цель работы — дать интерпретацию флатте-
ра и дивергенции упругой конструкции лета-
тельного аппарата при решении задачи ее 
сверхзвуковой аэроупругости с помощью газо-
вых ГЧ. 

 
Описание двухмассовой упругой газовой ГЧ. 
Схема двухмассовой упругой газовой ГЧ при-
ведена на рис. 1. 

Уравнения динамики двухмассовой упругой 
ГЧ имеют следующий вид (см. рис. 1): 

 

 
 
 
 

    

    

    

    

 

 

 

 

1 2 1 3

2 2 1 4

3 4 3 1

4 4 3 2

0;

0;

0;

0,

my c y y ay

my c y y ay

my c y y ay

my c y y ay

  (1) 

где m и c — масса ГЧ и жесткость ее упругого 
элемента; 1 4, ... ,y y  — фазовые координаты; 
а — коэффициент пропорциональности. 

Слагаемые системы уравнений (1) 3 ,ay  4 ,ay  
 1,ay   2ay  — это не силы трения, а гироскопи-
ческие силы. Трение отсутствует. Коэффициент 
пропорциональности а — параметр гироскопи-
ческого нагружения, ассоциированный с часто-
той вращения ротора. Чем больше значение а, 
тем сильнее раскручена частица. 

Понятие гироскопической силы аналогично 
гироскопическому моменту [14]. Гироскопиче-
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ские силы приложены к материальным точкам 
парами (см. рис. 1). Эти силы связывают два 
направления движения. Сила, действующая в 
одном направлении, прямо пропорциональна 
скорости изменения фазовой координаты в 
другом направлении, и наоборот. Силы в раз-
ных направлениях имеют неодинаковые знаки. 

Решение системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (1) с постоянными коэф-
фициентами отыскивается в естественной экс-
поненциальной форме. Пусть y  — вектор фа-
зовых координат задачи,  1 4( , ..., ),y yy  а   — 
ее характеристическое значение,    i  
(  — коэффициент демпфирования,   — ча-

стота колебаний). 
После подстановки решения в уравнения (1) 

и сокращения на экспоненту получаем алгебра-
ическую задачу на собственные значения вида 

 0,Ay  где A  — частотная матрица задачи, 
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Элементы матрицы ,A  содержащие пара-
метр гироскопического нагружения а, косо-
симметричны. Определитель матрицы A  имеет 
аналитическое представление. Из условия его 
равенства нулю получаем характеристическое 
уравнение двухмассовой ГЧ: 

        8 6 4 2
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где 0 ,b  2 ,b  4 ,b  6b  — коэффициенты характери-
стического полинома,  4
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Если a = 0 (т. е. ГЧ не раскручена), то коэф-

фициент характеристического полинома 6 0.b  

Следовательно, нераскрученная ГЧ имеет два 
нулевых тона и две пары кратных частот соб-
ственных колебаний. 

На рис. 2 показано, что с увеличением пара-
метра гироскопического нагружения а один 
нулевой тон утрачивается, обе пары кратных 
частот колебаний расщепляются. 

На рис. 3 показаны характерные траектории 
движения (пульсации) элементов двухмассовой 
ГЧ на фазовой плоскости со следующими нену-
левыми начальными условиями: 

   1 4... 0;y y  1 1;y    2 3 0.y y  

Один нулевой тон утрачен, смещение части-
цы как жесткого целого ограничено. 

Рассмотрим пример двумерного моделирова-
ния динамического взаимодействия обтекаемо-
го УТ с контактно-вихревым образованием. 
Обтекаемое УТ (рис. 4, а) смоделируем тремя 
частицами (материальными точками) мас-
сой m1, расположенными в вершинах равно-
стороннего треугольника со стороной d1. Ча-
стицы УТ, соединенные линейными пружина-
ми жесткостью c1, движутся поступательно на 
плоскости. На рис. 4, б показана характерная 
форма собственных колебаний обтекаемого УТ 
частотой 11,2 Гц. 

Двухмассовая газовая ГЧ имеет две подча-
стицы (ПЧ) массой m2 (см. рис. 1): основную и 
сопряженную с ней. Принято, что основная 
ПЧ участвует во взаимодействиях, а сопря-
женная ПЧ просто «висит» на основной. Со-
пряженная ПЧ движется под действием трех 
сил — инерции, упругости пружин и гироско-
пических. Подчастицы соединены пружинами 
жесткостью с2 покоординатно. Трение отсут-
ствует. 

 
Рис. 1. Схема двухмассовой упругой ГЧ 

 
Рис. 2. Расщепление кратных собственных частот  

ГЧ 1 (корень № 2), 2 (корень № 4), 3 (корень № 6), 
 4 (корень № 8) и утрата нулевого тона колебаний 

 при массе ГЧ m = 0,5 кг и жесткости упругого  
элемента ГЧ с = 50 Н/м 
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Рис. 3. Характерные траектории движения основного ( ) и сопряженного ( ) элементов  

двухмассовой ГЧ на фазовой плоскости при массе ГЧ m = 1 кг, жесткости упругого элемента ГЧ с = 10 Н/м  
и параметре гироскопического нагружения а = 10 кг/c 

 

   
Рис. 4. Двумерная модель обтекаемого УТ (а) и характерной 

формы его собственных колебаний частотой 11,2 Гц (б) 
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Вихревой характер движения ГЧ. Газовая ГЧ 
состоит из материальных точек, которые, не 
вращаясь, движутся поступательно под дей-
ствием приложенных гироскопических сил. 
Траектория движения — полигармоническая — 
имеет вихревой характер. Это суперпозиция 
окружных движений (пульсаций) на фазовой 
плоскости. Мелкие пульсации с высокой часто-
той накладываются на более масштабные с низ-
кой частотой. 

Принято, что сверхзвуковой характер обте-
кания определяется не скоростью движения 
УТ, а степенью раскрученности ГЧ (значением 
ассоциированного параметра гироскопического 
нагружения а). Поэтому начальная скорость 
движения УТ во всех примерах одинакова и 
равна 5 м/с, а параметр а варьируется. 

На рис. 5, а показаны траектории движения 
ГЧ № 2 (слева) и 7 (справа) при а = 20 кг/с, а на 
рис. 5, б — траектории движения ГЧ № 1 (слева) 
и 2 (справа) при а = 50 кг/с. Нумерация ГЧ бу-
дет рассмотрена далее. Как видно из рис. 5, с 
увеличением а амплитуда пульсаций падает, 
частота мелких пульсаций (окружных движе-
ний с малой амплитудой) растет. 

Рассматриваемый набегающий поток в пер-
вом приближении можно идентифицировать 
по числу Маха М путем сравнения расчетного 
вихря с эталонным. В качестве эталонного взят 
вихрь О.А. Азаровой, выявленный при числе 
Маха М = 1,89 (рис. 6, а) и приведенный в дис-
сертации [5]. Сравнение рис. 6, а и б показыва-
ет, что для данного примера параметру гиро-
скопического нагружения а = 50 кг/с соответ-
ствует число Маха М ≈ 2. 

 
Силовая характеристика ГЧ. Взаимодействия 
ГЧ между собой и с УТ определяются силовой 
характеристикой отталкивания. Каждая ГЧ 
взаимодействует с каждой. Рассматриваемые 
ГЧ — газовые, поэтому они могут только оттал-
киваться. Силовая характеристика отталкива-
ния ГЧ ijF  — сила, с которой i-я частица дей-
ствует на j-ю частицу в зависимости от рассто-
яния между ними. Силовая характеристика — 
это неположительная часть сдвинутой гипер-
болы: 

      21 1 , ;ij ij ij ijF d k d d i j  

  0ijF  при  2 ;ijd d   0ijF  при  2 ,ijd d  

где ijd  — расстояние между ГЧ (их элемента-
ми),    2 2( ) ( ) ;ij j i j id x x y x  ijk  — коэффи-

циент сжимаемости; 2d  — диаметр зоны влия-
ния частицы. 

Коэффициент сжимаемости управляет ско-
ростью распространения возмущений в потоке. 
Если расстояние между ГЧ больше диаметра 
зоны их влияния, то они не взаимодействуют.  
В рассматриваемом случае ГЧ расположены 
плотно, т. е. диаметр зоны их влияния равен 
шагу начального распределения ГЧ в квадрате 
контактно-вихревого образования (рис. 7). 

Рассмотрим пример, в котором принято 
следующее. Обтекаемое УТ имеет 3 частицы, а в 
газовом потоке находятся 16 основных ПЧ и 
16 сопряженных ПЧ. Всего: 3 + 16 + 16 = 35. Для 
экономной организации циклов компьютерной 
программы расчета и простоты аналитической 
записи большого числа уравнений удобно счи-
тать, что взаимодействия есть для всех без ис-
ключения 35 частиц и их элементов, просто не-
которые коэффициенты сжимаемости ijk  рав-
ны нулю. 

Необходимо учесть, что частицы УТ взаимо-
действуют только с основными ПЧ. Они не 
взаимодействуют сами с собой и с сопряжен-
ными ПЧ. Основные ПЧ не взаимодействуют 
(по характеристике отталкивания) ни сами с 
собой, ни с сопряженными ПЧ, а последние — 
(по характеристике отталкивания) ни с какими 
частицами. 

Пусть K — симметричная матрица коэффи-
циентов сжимаемости, имеющая 35×35 = 
= 1225 элементов. Процедура заполнения мат-
рицы K такова. Сначала она вся обнуляется: 

 0;ijk  1, ..., 35;i  1, ..., 35.j  Затем начинает-
ся заполнение ненулевых элементов. Пусть 

1k  — значение коэффициентов сжимаемости 
силовой характеристики отталкивания частиц 
УТ и основных ПЧ, а 2k  — значение коэффи-
циентов сжимаемости силовой характеристики 
отталкивания основных ПЧ. Тогда имеем: 

• для частиц УТ и основных ПЧ 

 1;ijk k  1, 2, 3;i   4, ..., 19;j   

 1;ijk k  1, 2, 3;j   4, ..., 19;i  

• для основных ПЧ 

 2 ;ijk k   4, ..., 19;i   4, ..., 19.j  

Дополнительно потребуем, чтобы 

  0;ijk   4, ..., 19,j  

так как основные ПЧ сами с собой не взаимо-
действуют. 
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Рис. 5. Траектории движения ГЧ на фазовой плоскости при различных значениях параметра  

гироскопического нагружения: 
а — ГЧ № 2 и 7, а = 20 кг/с; б — ГЧ № 2 и 1, а = 50 кг/с 
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Рис. 6. Траектории движения вихря О.А. Азаровой (а) и ГЧ № 6 (б) при параметре  

гироскопического нагружения а = 50 кг/с 

 
Рис. 7. Проникание трехмассового УТ в контактно-вихревое образование 
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Уравнения динамики контактно-вихревого 
образования. Рассматриваемая система нели-
нейна. Задачу будем решать в нестационарной 
постановке, считая резонансом эффект нарас-
тания амплитуды упругих колебаний УТ при 
сближении частоты его собственных колебаний 
с частотой пульсаций ГЧ. 

Запишем уравнения динамического взаимо-
действия трех частиц УТ, 16 основных ПЧ и 16 
сопряженных ПЧ контактно-вихревого образо-
вания при отсутствии трения. 

Уравнения проекций сил на горизонтальную 
ось: 
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      35 2 35 19 35 2 ,x c x x ay m  

где   cos ( )/ .ij j i ijx x d  
Уравнения проекций сил на вертикальную 

ось: 
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      35 2 35 19 35 2 ,y c y y ax m  
где    sin .ij j i ijy y d  

Начальные условия интегрирования по ко-
ординатам соответствуют рис. 7. В начальный 
момент времени ГЧ неподвижны, а частицы УТ 
имеют начальную горизонтальную составляю-
щую скорости vx0. Фактически, УТ на достаточ-
но большой скорости влетает в неподвижное 
квадратное контактно-вихревое образование. 

Системы (2) и (3) из 70 уравнений будем ин-
тегрировать численно методом Рунге — Кутты 
4-го порядка с автоматическим выбором  
шага. Расчетные значения параметров: а = 0… 
5000 кг/с, m1 = 50 кг, m2 = 0,5 кг, с1 = 105 Н/м,  
с2 = 50…50000 Н/м, k1 = 1000 Н·м, k2 = 10 Н·м, 
vx0 = 5 м/с. Время интегрирования Т = 0,4 с. За 
это время УТ полностью проникает в контакт-
но-вихревое образование. Предварительно 
определенные частоты собственных колебаний 
трехмассового УТ (см. рис. 4, а и б) равны 8,72; 
8,74 и 11,2 Гц. 

 
Результаты анализа аэроупругости УТ. На 
рис. 7 направление движения обтекаемого УТ 
показано большой красной стрелкой. Красные 
линии — траектории движения частиц УТ. Те-
ло влетает в неподвижное квадратное контакт-
но-вихревое образование размером 1×1 м2 с 
некоторой начальной скоростью vx0. 
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Это квадратное образование занято шестна-
дцатью двухмассовыми упругими ГЧ, распреде-
ленными равномерно с шагом d2. В начальный 
момент времени газовые ГЧ неподвижны, но 
раскручены (т. е. параметр гироскопического 
нагружения а ≠ 0). Все ГЧ раскручены одинако-
во. Газовые ГЧ, расположенные с разных сто-
рон УТ, раскручены в противоположные сто-
роны. 

Траектории движения основных ПЧ показа-
ны на рис. 7 синими линиями, а траектории 
движения сопряженных ПЧ — зелеными. В 
начальный момент времени положения основ-
ных и сопряженных ПЧ совпадают. Если синие 
и зеленые линии выходят из одной точки, то 
она является начальным положением ГЧ. 

Так как рис. 7 — громоздкий, начальные по-
ложения ГЧ не обозначены. Введем правила 
нумерации частиц. Три частицы УТ имеют но-
мера 1–3, 16 основных ПЧ — 4–19, 16 сопря-
женных ПЧ — 20–35. Так, на рис. 7 обозначение 
5-21 — это начальное положение ГЧ с основной 
ПЧ № 5 и сопряженной ПЧ № 21. 

Отметим, что под действием гироскопиче-
ских сил ГЧ «сносятся» вниз по потоку (по си-
ней и зеленой стрелкам). Поток — сверхзвуко-
вой. Как видно из рис. 7, УТ давно «проскочи-
ло» контактно-вихревое образование, а 
движение ГЧ № 19-35 практически не началось, 
т. е. скорость движения УТ превышает скорость 
распространения возмущений. 

На рис. 8 показано, что в диапазоне пара-
метра гироскопического нагружения а = 
= 30…40 кг/с растет амплитуда относительных 
смещений частиц УТ  2 1 1y y d . Имеет место 
резонанс: частота пульсаций ГЧ № 5-21 близка к 
собственной частоте колебаний УТ. 

Так, из рис. 2 видно, что при а = 35,05 кг/с 
частота пульсаций ГЧ составляет 11,79 Гц. Бли-
зость частоты колебаний УТ и частоты пульса-
ций ГЧ проиллюстрирована на рис. 9, а и б. 
Данный резонанс — это флаттер. 

С увеличением параметра гироскопического 
нагружения а (степени раскрученности ГЧ) 
аэродинамическое сопротивление контактно-
вихревого образования возрастает. 

На рис. 10 показано, что если значение па-
раметра а достаточно велико, то имеет место 
эффект, называемый экранированием: УТ резко 
тормозится, отражается от кластера газовых ГЧ, 
совершает хаотичные движения, опрокидыва-
ется. Этот эффект — дивергенция имеет место, 
когда газовая ГЧ в сотни и тысячи раз легче 
налетающего УТ. Обозначения на рис. 10 иден-
тичны таковым на рис. 7. 

Выводы 
1. В настоящее время главным препятствием 

на пути развития механики является использо-

 
Рис. 8. Зависимость наибольшего относительного  

смещения частиц УТ  2 1 1 max( )y y d   
от параметра гироскопического нагружения а  

при начальной скорости vx0 = 5 м/c  
и времени T = 0,4 с 

 

 
Рис. 9. Зависимости относительных смещений ГЧ 
21 5y y  (а) и частиц УТ  2 1 1y y d  (б) от времени 

Т 

 
Рис. 10. Опрокидывание (дивергенция) УТ  

в газовом потоке при параметре гироскопического 
 нагружения а = 5000 кг/с 
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вание гипотезы непрерывности (неразрывно-
сти) деформирования. В случае отказа от этой 
гипотезы придется отказаться и от многих при-
вычных понятий. Предложена соответствую-
щая формулировка задачи аэроупругости в 
сверхзвуковом газовом потоке. Использован 
метод частиц. Рассматриваемая формулировка 
предполагает следующее: 

• поток становится сверхзвуковым, когда 
в нем начинается ионизация (появляется 
плазма), а не когда его число Маха превыша-
ет единицу; 

• целесообразно использовать двухмассо-
вую частицу, потому что ее можно разделить 
на два заряда и таким образом ионизировать 
поток; 

• задача аэроупругости в ионизированном 
потоке (плазме) очень сложна, поэтому про-
цесс ионизации потока, движение частиц под 
действием электрических и магнитных сил не 
рассматривались; дана только следующая ин-
терпретация понятий флаттера и диверген-
ции: флаттер — это обычный резонанс, ди-
вергенция — это особый эффект экраниро-
вания УТ, обтекаемого газовыми ГЧ; 

• аэродинамическое нагружение опреде-
ляется не скоростью движения УТ, а пара-
метром гироскопического нагружения ГЧ; 

скорость полета УТ фиксирована, что прин-
ципиально важно: суперкомпьютер не ну-
жен, для расчета аэродинамического нагру-
жения можно ограничиться сравнительно 
небольшим кластером газовых ГЧ; 

• метод конечных элементов не работает; 
УТ — это тоже совокупность частиц, соеди-
ненных упругими связями [12]. 
2. Возможными направлениями развития 

предлагаемого метода являются: 
• анализ аэроупругости изделия с учетом 

нагрева, для чего необходимо отказаться от 
понятия температуры, используя вместо нее 
понятие скорости движения частиц [13]; 

• анализ аэроупругости с учетом уноса 
массы, для проведения которого следует до-
пустить разрыв упругих связей между ча-
стицами УТ при записи уравнений их дина-
мики; 

• учет электрического и магнитного вза-
имодействия между заряженными части-
цами; 

• обобщение предлагаемой двумерной 
модели на трехмерную, что является необхо-
димым условием рассмотрения магнитного 
поля; причем вместо двукратного расщепле-
ния частоты колебаний ГЧ имеет место ее 
трехкратное расщепление. 
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