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Изучению динамической системы резания, рассматриваемой в единстве подсистем со 
стороны инструмента и заготовки, взаимодействующих через динамическую связь, 
формируемую процессом обработки, посвящены многочисленные исследования. Ди-
намическую связь моделируют силами резания, представленными в координатах состо-
яния системы, от которой зависят ее свойства. Для описания динамической связи пред-
ложено много моделей, которые отражают различные экспериментально наблюдаемые 
эффекты, способствующие самовозбуждению. Рассмотрен регенеративный эффект сле-
да от инструмента, оставленного на заготовке на предыдущем обороте. Изучение реге-
неративного эффекта основано на предположении, что запаздывающий аргумент при 
описании сил остается неизменным. Исследовано влияние регенеративного эффекта на 
динамические свойства процесса резания с учетом (в отличие от известных работ) зави-
симости запаздывающего аргумента от деформационных смещений инструмента, что 
может принципиально изменять свойства системы, рассматриваемые в единстве устой-
чивости и формируемых притягивающих множеств деформационных смещений (пре-
дельных циклов, инвариантных торов и хаотических аттракторов). Приведены резуль-
таты математического моделирования с учетом регенеративного самовозбуждения, в 
котором запаздывающий аргумент является функцией координат состояния. Рассмот-
рены диаграммы бифуркаций притягивающих множеств деформационных смещений, 
и обсуждены условия формирования их супернизкочастотных составляющих сложной 
пространственно-временной структуры. Результаты исследований направлены на 
определение условий обработки исходя из требований обеспечения заданного качества 
изготовления деталей на примере продольного точения. 
Ключевые слова: динамическая система резания, регенеративное самовозбуждение, 
устойчивость траекторий, бифуркации притягивающих множеств 

Numerous studies were devoted to studying the dynamic cutting system considered in 
combination of the tool and the workpiece sub-systems interacting through a dynamic con-
nection formed by the machining process. Dynamic coupling is simulated by the cutting 
forces represented in the system state coordinates, which determines the system properties. 
Several models were proposed to describe the dynamic connection reflecting various exper-
imentally observed effects and contributing to the self-excitation. Regenerative effect of the 
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tool trace left on the workpiece at the previous revolution was considered. The regenerative 
effect was studied on the basis of assumption that the retarding argument in the forces de-
scription was remaining unchanged. The paper studies the regenerative effect influence on 
dynamic properties of the cutting process taking into account (unlike the known works) the 
retarded argument dependence on the tool deformation displacement. This could funda-
mentally change properties of the system under consideration in the unity of stability and 
the attracted formed deformation displacement sets (limit cycles, invariant tori and chaotic 
attractors). Results of the mathematical simulation are presented taking into account the re-
generative self-excitation, where the retarded argument is the state coordinates function. Bi-
furcation diagrams of attracting sets of the deformation displacements are considered, and 
conditions for formation of their superlow-frequency components of the complex spatial-
temporal structure are discussed. Research results are aimed at determining the machining 
conditions based on requirements for ensuring the specified quality of parts manufacturing 
using the longitudinal turning example. 
Keywords: dynamic cutting system, regenerative self-excitation, trajectory stability, attract-
ing set bifurcation 

Проблемы динамической системы резания 
(ДСР) являются предметом исследований 
практически с начала широкого использова-
ния металлорежущих станков [1–6]. Главное 
внимание уделяется трем факторам, потенци-
ально способствующим потере устойчивости. 
Запаздыванию (временному и пространствен-
ному) изменения сил резания по отношению к 
вариациям деформаций [6–22]. Эффекту реге-
нерации следа от деформаций, оставленному 
на заготовке на ее предыдущем обороте [23–
35]. Нелинейным зависимостям изменения сил 
резания, а также трения в узлах сопряжения 
граней инструмента и зоны резания, от скоро-
сти и смещений [36–43]. 

Рассмотрены случаи параметрического са-
мовозбуждения [44–48]. Этот перечень не ис-
черпывает публикаций по ДСР, в которых ос-
новное внимание уделено устойчивости траек-
торий и их автоколебаниям. Выполнен анализ 
притягивающих множеств деформационных 
смещений в вариациях относительно равнове-
сия (предельных циклов, инвариантных торов 
и хаотических аттракторов). 

При моделировании сил резания использу-
ют следующее представление о пространстве 
состояния ДСР (рис. 1). Рассматривают про-
странство траекторий исполнительных элемен-
тов станка (ТИЭС), задаваемое вектором 

   T 3
1 2 3, , .L L L ( )L  

Здесь 1L  и 2L  — траектории перемещения по-
перечного и продольного суппортов; 3L  — тра-
ектория перемещения заготовки по направле-
нию скорости резания без учета упругих де-
формаций, 

      3 0
0

( ) ( ) ( ) ,
t

L t D d  

где t — время; 0  — частота вращения заго-
товки без учета крутильных деформаций;   — 
условная координата; D  — диаметр заготовки. 

Для вектора L  задают вектор 
    T 3

1 2 3/ ( ) , , .d dt t v v v ( )L v  

Если диаметр  сonstD  и частоты вращения 
заготовки без учета ее крутильных деформаци-
онных смещений 0  и включающих их   яв-
ляются равными и постоянными величинами 
  0( сonst),  то 

  3 0 .v D  

Таким образом, частота вращения заготовки 
измеряется в Гц (с–1), а угловая координата 
  — в относительных величинах периода, рав-
ного  .D  Векторы ( )tL  и ( )tv  задает, напри-
мер, система ЧПУ. 

Рассматривают деформационные смещения 
инструмента в подвижной системе координат, 
задаваемой ТИЭС, — вектор X  — и заготов-
ки — вектор Y:  
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а также  
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Кроме того, рассматривают крутильные де-
формации заготовки, заданные угловыми скоро-
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стями   0  и деформациями    
  0 ,  где 0  — угловая координата враще-
ния заготовки. Их отсчитывают относительно 
угловых траекторий 0( )t  и 0 ( ),t  заданных 
априорно. Векторы ,L  X  и Y  определяют 
формообразующие движения (Ф)L  по правилу 

  (Ф) .L L X Y  Если  0,X   0Y  и   0,  то 
(Ф) .L L  

ДСР зависит от модели сил резания, пред-
ставленных в координатах состояния (рис. 1, а). 
Большинство моделей построено на основе ги-
потезы: силы увеличиваются при возрастании 
площади срезаемого слоя .S  Поэтому уменьше-
нию ,S  обусловленному деформациями, соот-
ветствует снижение сил, действующих на вер-
шину инструмента 
   

T( ) ( ) ( ) 3
1 2 3, ,X X XF F F ( )

XF  

и заготовку 
   

T( ) ( ) ( ) 3
1 2 3, , ,Y Y YF F F ( )

YF  

заданных проекциями на координаты X  и .Y  

Для этих сил справедливы выражения 

      
T( ) ( ) ( ) ( ) 3

0 1 2 3, , ;X X X XF ( )
XF  

      T( ) ( ) ( ) ( ) 3
0 1 2 3, , ,Y Y Y YF ( )

YF  

где ( )
0

XF  и ( )
0

YF  — результирующие силы для 
заданных проекций;    ( ) ( ) ( ) T ( )

1 2 3{ , , }X X X Xχ  и 
   ( ) ( ) ( ) T ( )

1 2 3{ , , }Y Y Y Yχ  — угловые коэффициен-
ты, удовлетворяющие условиям нормирования 
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Во всех моделях учтено изменение площа-
ди S  из-за деформационных смещений в плос-
кости перемещений поперечного и продольно-
го суппортов. Вследствие зависимости сил от 
деформационных смещений ДСР образует 
внутреннюю отрицательную обратную связь. 
Однако деформации в направлении 3X  также 
приводят к изменению .S  Это обусловлено, во-
первых, изменением направления скорости 

 
Рис. 1. Схемы: 

а — взаимодействия ТИЭС и упругих деформационных смещений   ( 90  — главный угол в плане);  
б — расположения подвесок инструмента в плоскости 1 3;X X  в — изменения направления суммарной  
скорости резания v  за счет скорости деформационных смещений   3 3 /v v dx dt  в направлении 3X   

(  — суммарный угол приращения координаты вращения заготовки) 
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смещения вершины инструмента, которая по-
сле ее интегрирования во времени также вызы-
вает изменение ,S  во-вторых, изменением за-
паздывающего аргумента в модели регенерации 
сил (рис. 1, в). 

Цель работы — исследование влияния на 
ДСР деформационных смещений в направле-
нии скорости резания, а также нелинейных эф-
фектов, проявляющихся в формировании но-
вого класса притягивающих их множеств. 

 
Математическое моделирование. Для описа-
ния ДСР следует рассматривать упругодиссипа-
тивные подсистемы с распределенными пара-
метрами. Однако главные их свойства можно 
раскрыть, если схематизировать конечномер-
ными подсистемами, учитывающими две 
обобщенные массы, подвешенные в простран-
стве на ортогонально расположенных упруго-
диссипативных подвесках (рис. 1, б). 

В схему на рис. 1 добавлена возможность 
крутильных деформационных смещений заго-
товки. Для определения влияния деформаций в 
направлении скорости резания на динамиче-
ские свойства ограничимся продольным точе-
нием вала диаметром  const.D  В этом случае 

 1 10( ) const,L t L  где 10L  — траектория попе-
речного перемещения суппорта, заданная си-
стемой ЧПУ. Эта координата задает глубину 
резания без учета упругих деформаций (0)

рt . 
С учетом отмеченных положений уравнение 

ДСР имеет вид [20, 21, 49] 

 

   
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   
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2
( ) ( ) ( ) ( )

2

2
( ) ( ) ( ) ( )

2

(0) (0) (0) (0)
0 р 1 1 р

( );
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d d
dt dt
d d
dt dt

T dF dt F t X Y S t

X X X X

Y Y Y Y

X Xm h c X F L, v, X, Y

Y Ym h c Y F L, v, X, Y  (1) 

где ( )Xm  и ( )Ym  — диагональные матрицы 
инерционных коэффициентов подсистем ин-
струмента и заготовки;  T

1 2 3{ , , }X X XX  и 
  T

1 2 3{ , , , }Y Y YY  — деформационные смеще-
ния инструмента и заготовки; ( ) ,Xh  ( )Yh  и ( ) ,Xс  

( )Yс  — матрицы (положительно определенные 
симметричные, т. е. потенциальные) скоростных 
коэффициентов и упругости подсистем инстру-
мента и заготовки соответственно; (0)T  — по-
стоянная времени стружкообразования; (0)F  — 
результирующий модуль силы резания; 0  — 
параметр давления стружки на переднюю грань 
инструмента, уменьшающийся при возрастании 
скорости резания; р( )S t  — подача. 

В выражении (1): 

 
   
  

( )

( ) ( )

( )

0 0
0 0 ;
0 0

X

X

X

m
m

m

Xm  

 
 
 
 
 
 

( )

( )
( )

( )

0 0 0
0 0 0

;
0 0 0
0 0 0

Y

Y

Y

m
m

m
J

Ym  

 
   
 
 

( ) ( ) ( )
11 21 31
( ) ( ) ( )( )
12 22 32
( ) ( ) ( )
13 23 33

;

X X X

X X X

X X X

h h h
h h h
h h h

Xh  

 
 
   
 
  

( ) ( ) ( )
11 21 31
( ) ( ) ( )
12 22 32( )
( ) ( ) ( )
13 23 33

0

0
0
0

0 0 0

Y Y Y

Y Y Y

Y Y Y

h h h
h h h
h h h

h

Yh  

 
 
   
 
  

( ) ( ) ( )
11 21 31
( ) ( ) ( )
12 22 32( )
( ) ( ) ( )
13 23 33

0

0
0

;
0

0 0 0

Y Y Y

Y Y Y

Y Y Y

с с с
с с с
с с с

c

Yс  

 
   
 
 

( ) ( ) ( )
11 21 31
( ) ( ) ( )( )
12 22 32
( ) ( ) ( )
13 23 33

;

X X X

X X X

X X X

с с с
с с с
с с с

Xс  

     T( ) ( ) ( )( ) (0)
1 2 3, , ;X X XFXF  

      T( ) ( ) ( ) ( )( ) (0)
1 2 3 3, , , , ;Y Y Y YF DYF  

   
0

( ) ( )
3 р3 31 exp ( ).
 

         
X Yv v v D S t

 

Здесь J  — суммарный момент инерции; 0h  и 
0c  — коэффициенты диссипации и суммарной 

жесткости в подсистеме заготовки;   — дав-
ление стружки на переднюю грань инструмен-
та;   — безразмерный параметр, характери-
зующий степень влияния биений в тангенци-
альном направлении на 0 ;    — коэффициент 
крутизны. 

В модели сил большое значение имеет инте-
гральный оператор формирования подачи 

р( ),S t  который определяет путь, пройденный 
вершиной инструмента относительно заготов-
ки за время ее оборота: 
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  


       ( ) ( )
р 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ,

t
X Y

t T

S t v v v d   (2) 

где T  — время оборота, зависящее от частоты 
вращения заготовки с учетом упругих дефор-
мационных смещений, 

   ( ) ( )
3 3, ,X YT v v  

 



       

3

3
( ) ( )

3 3 3
.

( ) ( ) ( ) ( )

L

X Y
L D

d
V v v D

  (3) 

При  0 сonst  и  ( ) ( )
3 3 0X Yv v  время обо-

рота   1
0( ) .T  

Если выражения (1)–(3) заданы, то можно 
вычислить траектории формообразующих 
движений ( ) ,ФL  соответствующие управлению 
(векторам L и ).v  При условии устойчивости 
полученные траектории позволяют оценить 
погрешность формируемой резанием детали. 

Однако во многих случаях эти траектории 
не являются устойчивыми. Тогда система гене-
рирует различные притягивающие множества 
деформационных смещений, изменяющие 
формируемую резанием геометрическую топо-
логию. На потерю устойчивости и свойства 
притягивающих множеств оказывают влияние 
параметры взаимодействующих подсистем и 
свойства динамической связи. Здесь большое 
значение имеет свойство интегрального опера-
тора (2). 

 
Свойства интегрального оператора формиро-
вания подачи. Эффект регенерации сил опре-
деляется алгоритмом формирования подачи 
как интеграла от суммарной скорости 2v  за 
время оборота. Поэтому такой эффект суще-
ствует всегда, оставляет инструмент след на об-
работанной части заготовки или не оставляет. 

Полагаем, что  сonst,T  как это сделано во 
всех цитированных работах [23–35]. Скорость 
подачи запишем как 
     (0)

2 22( ) 1 cos ,v t v t   (4) 

где (0)
2v  — постоянная составляющая скорости; 

2  — ее относительная безразмерная амплиту-
да,    (0)

2 2 2 ;v v    — частота кинематических 
возмущений. 

Тогда из выражения (2) получаем 
      (0)

р р2( ) ( , )sin ,S t v T S T t   (5) 

где р ( , )S T  — амплитуда переменной состав-
ляющей подачи,     1

р 2( , ) 2 ( ) сos(0,5 );S T v T  
  — ее фаза,   0,5 .T  

Здесь по мере увеличения времени оборо-
та T  имеют место следующие явления. Во-пер-
вых, периодическое обращение в нуль ампли-
туды переменной составляющей подачи. Во-
вторых, амплитудно-частотная характеристика 
преобразования формулы (4) в выражение (5) 
по мере роста частоты вращения заготовки 
стремится к нулю. В третьих, фазовая частотная 
характеристика обладает свойством быстрого 
вращения фазы. 

Полагаем  2 0,  а параметр 
       

( ) ( )
0( ) 1 sin ,T TT t T t  

где 0T  — время оборота детали без учета воз-
мущающих воздействий; ( )T  и ( )T  — относи-
тельная безразмерная амплитуда возмущающих 
колебаний и их частота. 

Тогда получаем 

       
(0) ( ) ( )

р 02( ) 1 sin ,T TS t v T t  

т. е. вариации подачи отличаются от изменений 
запаздывающего аргумента на постоянный ко-
эффициент (0)

2 .v  
В общем случае  2 0  и  ( ) 0.T  Тогда за-

пишем 

 

 

 

 

       


             
        

(0) ( ) ( )
р 02

2 0 ( ) ( )

0 ( ) ( )

( ) 1 sin

2 cos 1 sin
2

sin (1 sin .
2

T T

T T

T T

S t v T t

Tt t

T t

 

Таким образом, можно наблюдать сложные 
вариации значения подачи, состоящей из все-
гда учитываемой постоянной составляющей 

(0) 1
02 ( ) ,v  с которой суммируются переменные 

составляющие. Если изменять отношение 
 ( )

2 / ,T  то в переменных составляющих подачи 
наблюдается переход от одного предельного 
цикла с частотой   к другому с частотой ( ) .T  

При примерном равенстве   ( )
2

T  форми-
руется тор, причем по периоду одного перио-
дического движения наблюдается амплитудная 
модуляция второго периодического движения. 

Здесь наблюдается большое разнообразие 
возможных сценариев формирования траекто-
рий, которые в случае их устойчивости создают 
сложные притягивающие множества деформа-
ционных смещений. Даже если  ( ) ,T  в ва-
риациях подачи присутствуют не только со-
ставляющие с удвоенной частотой, но и перио-
дические вариации фазы колебаний. 
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При формировании площади срезаемого 
слоя, т. е. сил резания, дополнительно за счет 
мультипликативных членов имеет место удвое-
ние периода колебаний, что является одним из 
сценариев перехода к хаотическим аттракторам 
[50]. Таким образом, закономерности форми-
рования сил могут приводить к образованию 
сложных притягивающих множеств деформа-
ций. 

 
Устойчивость траекторий при .constT   
Ограничимся случаем обработки недеформиру-
емой заготовки при 1 0,v   (0)

2 2 constv v  и 
   3 0 const.v D  Также полагаем   /2  

(см. рис. 1, а). 
Сначала необходимо определить устойчи-

вость рассматриваемой траектории, затем по-
лучить уравнение в вариациях относительно 
этой траектории и линеаризовать его [51]. Если 
исследовать деформации в подвижной системе 
координат, движение которой определяется 
соотношениями 1 0,v   (0)

2 2v v  и   3 0 ,v D  
то рассматриваемая траектория есть точка, где 
выполняются условия / 0idX dt  ( 1, 2, 3),i  

  1
0( ) constT  и  2 2( ) ( ).X t X t T  Следова-

тельно, для определения точки равновесия 
  * * T

1 2 3{ , , }X X XX  из выражения (1) имеем 

   (0, ,)
Σc X F  

где 

 

 

  
    
   

    

(0)
11 0 р 1 21 31

(0)
12 0 р 2 22 32

(0)
13 0 р 3 23 33

T(0, ) (0) (0)
0 р р 1 2 3

;

, , .

с S с с
с S с с
с S с с

S t

Σc

F

 

Линеаризованное уравнение в вариациях 
является линейным уравнением с постоянными 
параметрами и запаздывающим аргументом. 
Поэтому можно использовать критерий Найк-
виста [52]. 

Тогда вместо выражения (1) для анализа 
устойчивости получаем следующее линеаризо-
ванное уравнение в вариациях на участке 
(0, ) :t T  

   

       

2
( ( )

2

(0) (0) (0)
3 1 2

;

.

d d
dt dt

T df dt f dx dt x x

X) (X) Xx xm h c x f

C А B
  (6) 

Здесь (0)f  — сила резания в вариациях относи-
тельно точки равновесия при линеаризации 
системы уравнения (6), 

 

  
  
 

(0)
р

( )
р

( ) (0)
р р

1 exp ;

1 exp ;

exp ,





   

   

   

А

В

С

S D

t D

t S D

 

где ( )
рt  — глубина резания с учетом деформа-

ционных смещений инструмента в радиальном 
направлении,   ( ) (0)

р р 1t t X  (0)
р(t  — глубина ре-

зания без учета упругих деформационных сме-
щений); (0)

рS  — подача без учета упругих де-
формационных смещений. 

На участке  ( , )t T  необходимо учитывать 
влияние запаздывающего аргумента T  при 
формировании подачи (2). Для этого случая 
вместо выражения (6) имеем 

 
   

   

    
     

2
( ( )

2

(0)
(0) (0)

3

1 1 2 2

;

( ) ( ) ( ) ( ) ,T

d d
dt dt

dfT f dx dt
dt

k x t x t T x t x t T

X) (X) Xx xm h c x f

C

А B

 (7) 

где Tk  — безразмерный коэффициент влияния 
следа, оставленного на заготовке на предыду-
щем обороте. 

В выражении (7)  сonst,T  так как рассмат-
риваются малые вариации деформационных 
смещений относительно точки равновесия. Ли-
неаризованные уравнения в вариациях являют-
ся линейными с постоянными параметрами и 
запаздывающим аргументом при  ( , ).t T  

Отметим, что при представлении сил реза-
ния в координатах состояния всю динамиче-
скую систему резания (1) можно рассматривать 
как подсистему инструмента, охваченную об-
ратной связью. Тогда для анализа устойчивости 
можно воспользоваться критерием Найквиста 
[48]. Заметим, что из-за наличия запаздываю-
щего аргумента использовать алгебраические 
критерии, а также критерий Михайлова не 
представляется возможным. 

Тогда имеем амплитудно-фазочастотную ха-
рактеристику (АФЧХ) системы в разомкнутом 
состоянии 

 


  


   

 
      

1(0)

2 3

( ) ( )
1

1 exp( ) ( ) ( ) .

TW j k W j
T j

T j W j W j

А

В C
 

Здесь  ( )i p jW p  — передаточные функции, 

  



( ) ,i
i p jW p    1, 2, 3,i  

где p  — оператор Лапласа; 
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Передаточные функции можно представить 
в виде 

 
  

 
 

     
     

  

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2( ) ( ) ( ) 2
1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

2( ) (1) ( ) 2
2 2 2

2 2
3 3 3

1 2
( )

1 2 1 2

1 2
,

1 2

i i i
i

i

i i

g T p T p
W p

T p T p T p T p

T p T p
T p T p

 

1, 2, 3.i  
Здесь 

   11 ;g gg      22 ;g gg      33 ;g gg  

где 
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    , 1, 2, 3;g isc s  
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При этом резонансы 
    1 , 1, 2, 3,i iT i  

а антирезонансы 
    1( ) ( ) , 1, 2, 3.s s

i iT s  

Анализ показывает, что в системе существу-
ет три канала самовозбуждения. Однако 
направление деформационных смещений, вы-
зывающее максимальное приращение сил, нор-
мально к главному режущему лезвию. 

Имеет смысл рассмотреть два режима дви-
жения: в пределах   1( )t  и   1( )t  при 
.t  Для этих режимов на рис. 2 приведены 

примеры АФЧХ системы в разомкнутом состо-
янии 

     
 

01 2 2(0)
( ) ( )

1
W j g W j

T j
В   

и      
 

 
2 2

02 (0)

( ) 1 exp( )
( ) .

1
g W j T j

W j
T j

В
 

В окрестностях точек АФЧХ формируются 
кривые типа циклоид. Вследствие быстрого 
вращения фазы в окрестностях точек чередо-
вания областей устойчивости и неустойчиво-
сти при вариациях частоты вращения заготов-
ки во многих случаях являются слабо выра-
женными. 

При  i  вариации T  могут повышать 
запас устойчивости (рис. 2 а–г). В зависимости 
от соотношения частот вращения шпинделя и 
собственных частот упругой системы даже ма-
лые вариации T  могут влиять на устойчивость. 

Однако необходимо учитывать, что инте-
гральный оператор формирования подачи по 
свойствам близок к оператору скользящего 
среднего. Поэтому при      1 1( ) ( )i iT T  
наблюдается не только сближение циклоид, что 
нивелирует периодичность областей устойчи-
вости при изменении  , но и затухание. 

Условие      1 1( ) ( )i iT T  является ти-
пичным для реальных динамических систем 
продольного точения. Практически во всех 
случаях силы резания, представленные в коор-
динатах состояния, формируют отрицательную 
обратную связь, так как увеличению деформа-
ционных смещений в плоскости 1 2X X  соот-
ветствует уменьшение сил резания. 

В этом случае можно выделить три обобщен-
ных параметра, от которых зависит устойчи-
вость ДСР: общий коэффициент возбуждения 

 0 2 ,K g В  постоянную времени стружкообра-
зования (0)T  и запаздывающий аргумент .T  Си-
туация принципиально меняется, если учиты-
вать зависимость T  от скорости деформацион-
ных смещений в направлении скорости резания. 
Здесь образуется гибкая положительная обрат-
ная связь. 

 
Устойчивость и притягивающие множества 
при  ( ) ( )

3 3( , , ).T T X Yv v ΔΩ  Рассмотрим систему 
в виде (1). Это связано, во-первых, с тем, что в 
реальной системе величины ( )

3
Yv  и   0  

могут превышать ( )
3 .Xv  Во-вторых, собственные 

частоты колебаний заготовки могут быть в 10 
раз меньше собственных частот подсистемы 
инструмента, а на свойства ДСР большое влия-
ние оказывает соотношение частот вращения 
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шпинделя и собственных частот взаимодей-
ствующих подсистем. 

Изучение изменения свойств системы (1) 
выполнено методами прямого цифрового мо-
делирования в среде MATLAB & Simulink. Все 
координаты перемещений и деформационных 
смещений на отрезке (0, )t  являлись наблюдае-
мыми, и каждому дискретному значению вре-
мени   it t  соответствовали 3 ( )X i , 3 ( )Y i  
и ( ).i  

В момент   ,st k t  1, 2, ...,k s  можно запи-
сать следующие последовательности на отрезке 
 :s kt t  
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Следовательно, для   it i t  имеем после-
довательности 
 ( , )

3 ( );i i k iX  ( , )
3 ( );i i k iY  ( , )( ).i i k iα  

Поэтому за время    ( )i kt t i k t  можно 
вычислить путь 
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От точки i  обратным отсчетом необходимо 
определить такое значение  ,k s  при котором 

  ( , )
3 ( ) .i i kL i D  Тогда в момент времени it  за-

паздывающий аргумент  ( ) .T i s t  Так как 
приращение t  определяется точностью симу-
ляции (в рассматриваемом случае  t  

  5 610 ...10 с),  частота дискретизации мини-
мум в 100 раз больше собственных частот взаи-
модействующих подсистем. Это обеспечивает 
требуемую точность вычисления ( ).T i  

Однако в зависимости от соотношения ско-
ростей резания и деформационных смещений 
возможно ветвление получаемых решений. Эти 
условия определяются как 
    0 ( )D i k  
       

( , ) ( ( , ) ( , )
3 3( ) ( ) ( ) .i i k i i k i i ki i i(X) Y)v v ΔΩ   (8) 

Ограничения (8) характеризуют область 
определения координат состояния ДСР. Эти 
условия в реальной ДСР, как правило, выпол-
няются. 

 

 
Рис. 2. АФЧХ передаточных функций 01( )W j  и 02( )W j  при 1 1,T  2 3,T  3 5,T   

(2)
1 2,T  (2)

2 4T  и Т = 100,0 (а), 50,0 (б), 1,0 (в) и 0,5 с (г) 
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Приведем пример областей устойчивости и 
бифуркаций притягивающих множеств дефор-
мационных смещений для случая продольного 
точения горячекатаного вала из стали 45 диа-
метром  40 ммD  неперетачиваемыми трех-
гранными пластинами из Т15К6. Глубина реза-
ния (0)

р 1,0 мм,t  подача (0)
р 0,1 мм.S  

Траектории вычислены методом цифрового 
моделирования системы (1) для инерцион- 
ных коэффициентов   ( ) 3 20,5 10 кг с /мм,Xm   

  ( ) 3 22,0 10 кг с /ммYm  и    2 22,0 10 кг м с .J  
Для варьирования T  введен коэффициент в ,k  
определяемый по правилу   1

0( ) ( )T t  
 в ( ),k T t  где T  — вариации времени запаз-
дывания. 

Для моделирования использованы следую-
щие параметры динамической связи между  
инструментом и заготовкой:    200  

21000 кг/мм ;     –1
0  5 50 c ;  (0) 0,0002 c;T  

  0,5;  в 0...5.k  Значения элементов матрицы 
скоростных коэффициентов и упругости подси-
стемы инструмента и заготовки приведены в 
таблице. Кроме того, учтена зависимость (0)T  от 
скорости резания [6]. 

В отличие от ранее выполненных исследова-
ний [20, 21], сосредоточим внимание на влия-
нии деформационных смещений в направлении 
скорости резания на динамические свойства. 
Рассмотрим типичный пример изменения во 
времени запаздывающего аргумента ( ),T t  ско-
рости резания    ( ) ( ) ( )

3 3 3
X YdX dt v v D   

и деформационных смещений 1( ),X t  непосред-
ственно влияющих на геометрическую топо-
логию формируемой резанием поверхности  

при   2500 кг/мм ;    1
0 5,0 c  и в 1,0k  

(рис. 3). 
Здесь в системе устанавливаются притяги-

вающие множества деформационных смеще-
ний супер низкой частоты (0,21 Гц). Вдоль этой 
низкочастотной составляющей колебаний 
можно выделить участок устойчивого движе-
ния 1–2 и участок 2–3, в вариациях относитель-
но которого образуется притягивающее множе-
ство типа предельного цикла с перестраивае-
мой амплитудой (рис. 3, в). Им соответствуют 
участки колебательной скорости деформаци-
онных смещений (рис. 3 б, г) и участки пере-
менных значений запаздывающего аргумента 
(рис. 3, а). 

Наглядную картину перестройки свойств 
дают приведенные на рис. 4 диаграммы бифур-
каций притягивающих множеств в плоскости 

03 0 ,v K  где   03 0 ;v D    (0)
0 0 2 р 1( ).K g t X  

Видно, что участки с притягивающими множе-
ствами супернизкочастотной составляющей 
образуются в том случае, если учтено влияние 
на запаздывающий аргумент деформационного 
смещения в направлении скорости резания. 
Причем область параметров в плоскости 

03 0v K  при увеличении коэффициента вk  
расширяется. 

 
Анализ результатов. Деформационные смеще-
ния вершины инструмента относительно заго-
товки в точке их контакта вызывают изменение 
площади срезаемого слоя и, следовательно, 
формируемых при резании сил. Представление 
сил в координатах состояния и ТИЭС позволя-
ет интерпретировать ДСР как подсистемы ин-
струмента и заготовки, охваченные обратной 
связью, свойства которой описываются моде-
лью сил в координатах состояния. 

Обратные связи при деформациях по 
направлению продольной и поперечной подач 
формируют отрицательную обратную связь, а 
по направлению скорости резания — гибкую 
положительную обратную связь. В связи с 
этим увеличение динамической податливости 
подсистем в направлении скорости резания 
всегда повышает ее склонность к самовозбуж-
дению. 

При возрастании этой податливости в 
окрестности равновесия, рассматриваемого в 
подвижной системе координат ТИЭС, возмож-
но образование супернизкочастотных притяги-
вающих множеств деформационных смещений 
сложной временной структуры. 

Значения элементов матрицы скоростных  
коэффициентов и упругости подсистемы  

инструмента и заготовки 

Элемент 
матрицы 

Значение, 
кг/мм 

Элемент 
матрицы 

Значение, 
кгc/мм 

0с  –/200 0h  –/0,5 

11с  2000/800 11h  1,3/2,5 

22с  4000/2000 22h  1,1/3,0 

33с  1000/800 33h  0,8/2,5 

12 21с с  200/100 12 21h h  0,6/0,2 

13 31с с  150/200 13 31h h  0,5/0,3 

23 32с с  80/100 23 32h h  0,4/0,2 
Примечание. В числителе дроби указаны значения для 

подсистемы инструмента, в знаменателе — для подси-
стемы заготовки. 
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Во всех случаях по мере увеличения коэф-
фициента возбуждения 0K  после потери устой-
чивости равновесия сначала формируется при-

тягивающее множество типа предельного цик-
ла, который после каскада бифуркаций удвое-
ния периода колебаний вызывает образование 

 
Рис. 3. Примеры траекторий запаздывающего аргумента Т (а), скорости резания ( )

3dX dt  (б, г)  
и деформационных смещений в направлении 1X  (в) 

      
Рис. 4. Диаграммы бифуркаций притягивающих множеств деформационных смещений  

при коэффициенте в 1k  (а) и 0 (б): 
1 — область асимптотической устойчивости; 2 — область формирования супернизкочастотных притягивающих 

множеств сложной структуры; 3 — область автоколебаний; 4 — область формирования хаотических аттракторов;  
5 — система, неустойчивая в целом 
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хаотических аттракторов. Они возникают в ре-
зультате влияния мультипликативных членов, 
обусловленных, с одной стороны, зависимо-
стью сил от площади, а с другой — участием в 
образовании хаотических аттракторов инте-
гральных операторов формирования подачи в 
траекториях системы. 

Обобщенный параметр, способствующий 
самовозбуждению системы 0 ,K  формируется 
как произведение давления стружки на перед-
нюю поверхность инструмента, суммарной 
податливости подсистем и глубины резания. 
Он зависит от угловых коэффициентов ориен-
тации сил в пространстве, изменяющихся при 
варьировании геометрических параметров ин-
струмента и его износа, а также от механи-
ческих характеристик обрабатываемого мате-
риала. 

На устойчивость оказывает заметное влия-
ние диссипативное свойство процесса, возрас-
тающее при увеличении объема пластической 
деформации в зоне резания. Оно проявляется и 
в изменении постоянной времени стружкооб-
разования. Изменение притягивающих мно-
жеств деформаций (предельных циклов, инва-
риантных торов, странных аттракторов и пр.) 
зависит от ориентации пространственной ди-
намической податливости подсистем и сил ре-
зания. 

Выводы 
1. Устойчивость равновесия упругих дефор-

маций, рассматриваемых в подвижной системе 
координат, задаваемых ТИЭС, зависит от пара-
метров взаимодействующих подсистем и фор-
мируемой резанием динамической связи. Она 
характеризует обратную связь в упругой систе-
ме станка, которой охватываются подсистемы 
со стороны инструмента и заготовки. В зависи-
мости от направления деформационных сме-
щений изменяется знак обратной связи. Де-
формационные смещения в направлении ско-

ростей продольной и поперечной подач фор-
мируют отрицательную обратную связь, так как 
их увеличению соответствует уменьшение пло-
щади срезаемого слоя, от которой зависят силы 
резания. Деформационные смещения в направ-
лении скорости резания формируют гибкую 
положительную обратную связь, которая не 
только способствует потере устойчивости рав-
новесия, но и приводит к формированию 
сложных притягивающих множеств, в том чис-
ле супернизкочастотных деформаций сложной 
структуры. 

2. Если не принимать во внимание зависи-
мости деформационных смещений в направле-
нии скорости резания от сил, то на устойчи-
вость и притягивающие множества деформа-
ционных смещений оказывает влияние 
регенеративный эффект самовозбуждения. Он 
существует и в тех случаях, когда отсутствует 
след на заготовке, оставленный деформациями 
на предыдущем обороте, так как значение по-
дачи образуется в результате интегрирования 
скорости вершины инструмента в течение обо-
рота. Эта скорость определяется суммой скоро-
стей суппорта и деформаций. Условия самовоз-
буждения зависят от отношения собственных 
частот взаимодействующих подсистем и часто-
ты вращения заготовки. Влияние запаздываю-
щего аргумента на самовозбуждение противо-
речиво, так как интегральный оператор преоб-
разования суммарной скорости подачи в силы 
одновременно усредняет вариации скорости 
подачи в окне, определяемом запаздывающим 
аргументом. 

3. Смещения в направлении скорости реза-
ния, формируемые единством деформаций ин-
струмента, заготовки и ее крутильных дефор-
маций, не только способствуют потере устой-
чивости, но и приводят к образованию в 
окрестности равновесия нового разнообразия 
притягивающих множеств, в том числе к появ-
лению хаотических аттракторов через серию 
бифуркаций удвоения периода колебаний. 
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мана, владеющих русским языком в объеме первого сертификацион-
ного уровня. Материалы пособия также могут использоваться для 
занятий по учебным курсам «Русский язык и культура речи», «Куль-
тура научной речи» для российских и иностранных студентов и аспи-
рантов. 
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