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Эффективный коэффициент

теплопроводности многофазного

композита с шаровыми

включениями
1

В.С. Зарубин, Г.Н. Кувыркин, И.Ю. Савельева

В качестве конструкционных и функциональных материалов в различ-

ных приборных устройствах находят широкое применение композиты, со-

стоящие из матрицы и включений различной формы. Исследованию тепло-

проводности композитов посвящено значительное число работ. Однако

расчетные формулы в этих работах получены, как правило, либо в резуль-

тате обработки экспериментальных данных применительно к конкрет-

ным материалам, либо путем априорного задания распределения темпера-

туры и теплового потока в моделях структуры гетерогенных тел.

В данной работе предложена математическая модель переноса теп-

ловой энергии в многофазном композите с дисперсными включениями ша-

ровой формы (в общем случае в виде полого шара), на основе которой най-

дены эффективные коэффициенты теплопроводности такого компози-

та. Выполнена оценка возможной погрешности полученных результатов

с применением двойственной вариационной формулировки задачи стацио-

нарной теплопроводности.

Полученные результаты могут быть использованы для прогноза эффек-

тивных коэффициентов теплопроводности многофазных композитов, моди-

фицированных дисперсными (в частности, наноструктурными) частицами.

Ключевые слова: многофазный композит, дисперсные шаровые час-

тицы, эффективный коэффициент теплопроводности.

Effective Thermal Сonductivity

Сoefficient of Multi-phase Composite

With Spherical Inclusions

V.S. Zarubin, G.N. Kuvyrkin, I.Y. Savelyeva

Composites consisting of a matrix and variform inclusions are widely used as

structural and functional materials in a variety of instrumental devices. There

are a large number of works devoted to the study of the thermal conductivity of

composites. However, given in these papers formulas, as a rule, are deduced as a

result of experimental data processing applying to a specific material, or by a

priori indicating of temperature distribution and heat flow in models of

heterogeneous body structure. The paper presents a mathematical model of heat
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transfer in a multi-phase composite with dispersed

inclusions of spherical shape (generally, in the form of

a hollow sphere), that is a base to determine the effective

thermal conductivity coefficients of said composite. The

estimation of a possible error of the received results with

the use of dual variational formulation of the problem of

stationary heat conduction was done. The results can be

used to predict the effective thermal conductivity

coefficients of multi-phase composites dispersed with

modified particles, nanostructured in particular.

Keywords: multi-phase composite, dispersible

spherical particles, effective thermal conductivity

coefficient.

Материал различных включений в компо-

зите может иметь и разные коэффици-

енты теплопроводности [1–5]. В этом случае

при оценке эффективного коэффициента теп-

лопроводности композит следует рассматри-

вать как многофазный [6–7]. Форму включе-

ний примем в виде шаровых частиц, полагая,

что шар можно считать средней статистиче-

ской по отношению к произвольной форме

включения с сопоставимыми размерами во

всех направлениях.

Математическую модель переноса тепловой

энергии в композите построим в предположе-

нии, что шаровые частицы не контактируют

между собой, т. е. отделены друг от друга слоем

материала матрицы. Примем, что многофаз-

ный композит состоит из матрицы и N различ-

ных типов дисперсных частиц, которые в пре-

делах каждого типа с номером n N=1, имеют

одинаковые размеры и коэффициент тепло-

проводности λn .

Рассмотрим тепловое взаимодействие от-

дельно взятой составной частицы в виде полого

шара с наружным и внутренним радиусами Rn

и Rn

° соответственно и окружающей ее матрицы

с коэффициентом теплопроводности λ* . Зна-

чения λn и λ* считаем заданными.

Центр полого шара поместим в начало сфе-

рической системы координат. Примем, что на

большом расстоянии r L Rn от начала коорди-

нат задан вектор градиента температурного

поля, направленный по оси сферической сис-

темы координат, от которой происходит отсчет

угловой координаты θ, т. е. при r ®¥ распреде-

ление температуры в матрице описывает функ-

ция ( )T r Gr¥ =, cosθ θ, где G — модуль вектора

градиента. Эта функция удовлетворяет уравне-

нию Лапласа, которое в сферических коорди-

натах имеет вид
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В данном случае, благодаря коллинеарности

заданного вектора градиента температурного

поля оси отсчета угловой координаты θ, рас-

пределение температуры симметрично относи-

тельно этой оси и не зависит от угловой коор-

динаты ϕ, т. е. ¶ ¶ º2 2 0T / ϕ .

По мере приближения к шаровой частице

температурное поле в матрице претерпевает

возмущение, описываемое также удовлетво-

ряющим уравнению (1) дополнительным сла-

гаемым [8] ( ) ( )∆T r B r, / cosθ θ= 2 , где B — под-

лежащий определению постоянный коэффи-

циент. Таким образом, температурное поле

в матрице, удовлетворяющее заданному усло-

вию при r ®¥ и уравнению (1), описывает

функция

( ) ( ) ( )T r T r T r, , ,θ θ θ= + =¥ ∆

( )= +Gr B r/ cos2 θ. (2)

Аналогичная зависимость справедлива и для

распределения температуры в шаровой части-

це:

( ) ( )T r A r B rn n n, / cosθ θ= + 2 . (3)

В равенства (2) и (3) входят три неизвестных

коэффициента B, An и Bn , которые необходимо

найти из граничных условий на сферических

поверхностях с радиусами Rn

° и Rn . При r Rn= °

из условия отсутствия теплообмена в полости

шаровой частицы с учетом равенства (3) полу-

чим

( )¶ ¶ = - =
=

°
°T r A B Rn r R n n n
n

/ / ( ) cos2 03 θ ,

или

A B Rn n n= °2 3/ ( ) . (4)
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При r Rn= из условий непрерывности плот-

ности теплового потока и распределения тем-

пературы следует

λ λn n r R r R
T r T r

n n

¶ ¶ = ¶ ¶
= =

/ /*

и ( ) ( )T R T Rn , ,θ θ= .

Отсюда с использованием равенств (2) и (3)

определяем

( )( )A B R G B Rn n n n n- = -2 23 3/ / /*λ λ ;

A B R G B Rn n n n+ = +/ /3 3 . (5)

Последовательным исключением неизвест-

ных из равенств (4) и (5) находим

( )
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B

R
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R R
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n n n
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где R R Rn n n= ° / и λ λ λn n= / * . Если включение

имеет форму сплошного шара, то Rn =0 и

B R Gn n n/ ( ) / ( )3 1 2= - +λ λ .

Пусть в объеме VN , ограниченном сфериче-

ской поверхностью радиусом RN , расположены

все N типов дисперсных частиц, окруженных

материалом матрицы, причем объемная кон-

центрация каждого типа частиц в этом объеме

( )C R Rn n n N= ν /
3

, где νn — число частиц n-го

типа в объеме VN . Этот объем будем считать

представительным элементом рассматриваемо-

го многофазного композита. Если такой эле-

мент поместить в неограниченную область, за-

полненную материалом матрицы, то в силу

формулы (6) в весьма удаленной точке этой об-

ласти, расположенной на большом расстоянии

r L RN от каждой дисперсной частицы, воз-

никнет возмущение температурного поля

( ) ( )∆T r B rN N, / cosθ θ= 2 , где

( )
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B G R
R R

R R
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При замене представительного элемента

многофазного композита равновеликим шаром

радиусом RN с искомым значением λ эффек-

тивного коэффициента теплопроводности ма-

териала этого шара в той же весьма удаленной

точке возмущение температурного поля будет,

согласно формуле (6), пропорционально значе-

нию коэффициента B GRN N

* (
~

) / (
~

)= - +3 1 2λ λ ,

где
~

*λ λ / λ= . Из равенства B BN N= * следует

~
( ) / ( )λ= - +1 2 1D D . (7)

Здесь

( )
( )

D C
R R

R Rn

N

n

n n n

n n n

=
+ - -

+ + -=

å
1

3 3

3 3

1 2 1

2 1

/ λ

λ
. (8)

Отметим, что при N =1 и R1 0= полученный

результат совпадает с известной формулой

Максвелла [8, 9] для гранулированной среды,

состоящей из маточной породы и включений

в виде шаровых гранул. Это совпадение можно

считать косвенным подтверждением коррект-

ности использованной выше процедуры полу-

чения формулы (7).

Формула (7) применима к многофазному

композиту в случае, если один или несколько

типов частиц обладают весьма низкой тепло-

проводностью, т. е. для соответствующих номе-

ров n λn ®0. Тогда в правой части формулы (8)

слагаемые с этими номерами можно принять

равными Cn / 2. При наличии в композите од-

ного или нескольких типов частиц с весьма вы-

сокой теплопроводностью, т. е. для соответст-

вующих номеров n λn ®¥, слагаемые с этими

номерами в правой части формулы (8) будут

отрицательны и стремиться к значениям -Cn .

Используем двойственную вариационную

формулировку задачи стационарной теплопро-

водности [10, 11] для получения двусторонних

оценок эффективного коэффициента тепло-

проводности рассматриваемого композита.

Пусть многофазный композит занимает объем

V HS= 0 в виде прямого цилиндра высотой H

с площадью S 0 параллельных оснований, одно

из которых соответствует в сферических коор-

динатах значению θ π= / 2, а точки второго

имеют координаты r Hcosθ= . Боковую по-

верхность цилиндра примем идеально тепло-

изолированной, температуру основания при

θ π= / 2 положим равной нулю, а на втором ос-

новании зададим температуру GH . В объеме

цилиндра расположены N типов дисперсных

частиц, окруженных материалом матрицы. Та-

ким образом, в неоднородной цилиндрической
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области объемом V , ограниченной поверхно-

стью S, коэффициент теплопроводности Λ( )M

является функцией координат точки M VÎ ,

причем функция Λ( )M кусочнопостоянная

и принимает значения λ* , если точка M соот-

ветствует матрице, и значение λn , если эта точ-

ка соответствует дисперсной частице, принад-

лежащей типу с номером n.

Для минимизируемого функционала [11]

J T M T M dV M M V
V

[ ] ( )( ( )) ( ), ,= Ñ Îò
1

2

2Λ (9)

где Ñ — дифференциальный оператор Гамиль-

тона, примем в качестве допустимого линейное

по высоте цилиндра распределение температу-

ры с постоянной составляющей градиента G.

Тогда из формулы (9) получим

J T
G

HS C CV

n

N

n n1

2

0

1
2

1[ ] ( )*= - +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

=

åλ λ . (10)

Здесь CV — суммарная объемная концентрация

всех типов дисперсных частиц.

В качестве допустимого распределения век-

тора плотности теплового потока q для макси-

мизируемого функционала [11]

I
M

M
dV M

V

[ ]
( ( ))

( )
( )q

q
= -ò

1

2

2

Λ

- ÎòT P P P dS P P S
S

( ) ( ) ( ) ( ), ,q n (11)

где n — единичный вектор внешней нормали

к поверхности S, примем постоянное значение

q единственной составляющей этого вектора,

перпендикулярной основаниям цилиндра.

В этом случае формула (11) примет следующий

вид:

I q
q
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C C

qGHS
V n

nn

N
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02
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+
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λ λ

.

Из необходимого условия dI q dq1 0[ ] / = мак-

симума функционала I q1[ ] получим

q G
C CV n

nn

N

=-
-

+
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

=

å/
*

1

1
λ λ

и в итоге

I q
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C CV n

nn
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=
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+
æ
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ç
ç

ö

ø
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=

å
λ λ

. (12)

Принятые допустимые распределения тем-

пературы и плотности теплового потока для

неоднородной области отличаются от действи-

тельных и поэтому значения J T1[ ] и I q1[ ] не бу-

дут совпадать, причем J T I q1 1[ ] [ ]> . В проме-

жутке между этими значениями должно быть

расположено и значение J G HS0

2

02=( / )λ ми-

нимизируемого функционала (9) для однород-

ной области с оцениваемым эффективным ко-

эффициентом теплопроводности λ. Тогда с уче-

том формулы (10) из условия J T J1 0[ ]³
находим

~ ~
λ λ λ£ - + =

=

+å1
1

C CV

n

N

n n ,

а при использовании формулы (12) из условия

I q J1 0[ ]£ получим

~
/

~
λ

λ
λ³ - +

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷=

=

-å1 1
1

C
C

V

n

nn

N

.

В качестве примера рассмотрим композит,

модифицированный двумя (N = 2) типами дис-

персных частиц в виде сплошных шаров

(Rn =0, n =1 2, ). Положим λ 2 0 5= , и C2 0 2= , . За-

висимости
~
λ,

~
λ+ и

~
λ- от C1 при различных зна-

чениях λ1 приведены на рис. 1 и 2. Отметим,

что в случае λ1 1=
~

,λ »0 8846,
~

,λ+ =0 9 и
~

/ ,λ- = »5 6 0 8333 и не зависят от C1 .

При малом отличии значения λ от единицы

можно считать, что в данном случае формулы

(7) и (8) достаточно хорошо описывают зависи-

мость эффективного коэффициента теплопро-

водности композита от объемной концентра-

ции дисперсных частиц с номером n =1во всем

промежутке измененияC1 . По мере отклонения

значений λ от единицы при выполнении нера-

венства
~ ~ ~
λ λ λ+ -³ ³ разность

~ ~
λ λ+ -- возрастает

и при промежуточных значениях C1 становится

существенной. Причиной этого является, ви-

димо, использование достаточно простых до-

пустимых распределений температуры и плот-

ности теплового потока при вычислении функ-

ционалов.
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Двусторонние оценки можно сблизить, если

использовать корреляционное приближение

теории случайных функций [12]. Тогда верхняя

оценка для
~
λ принимает вид

~*

* *

*λ
λ λ λ

λ=
-

+
+

+

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ -

=

-

å
1

1 2 2
2

1

1
C CV n

nn

N

,

а нижняя оценка —

~
*

* *

*λ
λ λ λ

λ=
-

+
+

+

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ -

=

-

å
1

1 2 2
2

1

1
C CV n

nn

N

,

где λ* и λ* — соответственно наибольшее

и наименьшее значения среди всех λn (n N=1, )

и λ λ λm m m= =/ 1, т. е. необходимо учитывать

не только теплопроводность дисперсных

частиц, но и теплопроводность материала

матрицы.

При λ1 1=
~ ~

,*λ λº »0 8846, а
~

,*λ =0 875, при-

чем как и в случае двусторонних оценок, по-

строенных на основе двойственной

вариационной формулировки задачи стацио-

нарной теплопроводности, значения
~*λ и

~
*λ не

зависят от C1 (см. рис. 1).

Зависимость
~

*λ от C1 (см. рис. 2) для значе-

ния λ1 0 01= , можно рассматривать как некото-

рое приближение к случаю пористого компо-

зита с объемной концентрацией порC1 , для ко-

торых λ1 0® . Формально в этом случае
~
λ- и

~
*λ

также стремятся к нулю, но для принятых ис-

ходных данных
~
λ,

~*λ и
~
λ+ имеют положитель-

ные конечные значения. Например, при

C1 0 8= , и λ1 0=
~ ~

,*λ λ= »0 0833 и
~

,λ+ =01, тогда

как при C1 0 8= , и λ1 0 01= ,
~ ~

,*λ λ= »0 0920,
~

,λ+ »01080,
~

,λ- »0 0124 и
~

,*λ »0 0170.
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