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Синтез плоских зацеплений
по относительной скорости
точки контакта

В.П. Прохоров, Г.А. Тимофеев, И.Н. Чернышёва

Приведено обоснование актуальности постановки задачи. На базе ма�
тематической модели плоских зацеплений с постоянным передаточным
отношением рассмотрено решение задачи синтеза взаимоогибаемых про�
филей зубьев колеса и инструментальной рейки по критерию относи�
тельной скорости точки контакта. Подробно рассмотрены случаи ли�
нейной, постоянной и нулевой скоростей.

Ключевые слова: плоские зацепления, сопряженные профили, точ�
ка контакта, алгоритм синтеза, относительная скорость.

Synthesis of planar linkages by relative
velocity of contact point

V.P. Prokhorov, G.A. Timofeev, I.N. Chernyshova

The substantiation of the problem relevance has been carried out. On the
basis of a mathematical model of planar linkages with constant gear ratio the
solution of the synthesis problem of mutually tooth profiles of the wheel and the
rail tool by the relative velocity of the contact point is discussed. The cases of
linear, constant and zero velocities have been considered in detail.

Keywords: flat mesh, associated structures, contact point, algorithm
synthesis, relative velocity.

Данная работа является естественным продолжением изложен�
ных в публикациях [1—8] общих концепций и методов. Извест�

но, что величина и направление относительной скорости точки кон�
такта по сопряженным профилям зубьев колес существенно влияет на
условия образования и устойчивость масляного слоя в контактной
зоне [9]. Возможна и другая интерпретация решаемой задачи. При по�
стоянной скорости точка контакта M j за равные угловые перемеще�
ния колеса проходит по профилю зуба F j равные длины дуг, занимая
положения 1–5 (рис. 1). Если в такой передаче с гидростатической
смазкой каналы (маслопроводы) для подвода смазки вM j на F j распо�
ложить равноудаленными в точках 1–5, то каналы 1′—5′ на ступице
колеса, через которые поступает смазка от насосной станции и масло�
распределителя M, также можно расположить равномерно по окруж�
ности радиусаO1 �1'. Это позволяет существенно упростить конструк�
цию зубчатого колеса и повысить эффективность передачи с гидро�
статической смазкой и, например, повысить надежность и точность
позиционирования привода стола делительного устройства.
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Математическая модель и алгоритм
синтеза

Математическую модель плоского зацепле�
ния с постоянным передаточным отношением
представим в следующем виде [1]:

v a rj j j j�� � �ω α α ωsin ( � ); (1)

� cos ;r a j j� �ω α 0 (2)

k vj j j� �( � ) / ,α ω (3)

где j�1 2, — индекс колеса; v j — скорость точ�
ки контакта по профилю зуба; a j — радиус цен�
троиды;ω j — угловая скорость;α— угол зацеп�
ления; r— расстояние от точки контакта до по�
люса зацепления; k j — кривизна профиля зуба,
точка над параметром означает его производ�
ную по времени t. Модель (1)–(3) эффективно
применялась нами в [10—12] и других работах.
Рассмотрим алгоритм синтеза по заданной

относительной скорости точки контакта в виде

v Fj � ( )ϕ1 , (4)

где �1 = �1t — угол поворота первого колеса.
Тогда уравнения (1), (2) с учетом (4) образуют
систему дифференциальных уравнений
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Выразив r из уравнения (1), продифферен�
цировав эту функцию по времени и воспользо�
вавшись формулой (2), получим дифференци�
альное уравнение 2�го порядка, эквивалентное
системе (5):
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Это уравнение может быть решено относи�
тельно функции α( )t с начальными условиями
α α( )0 0� , �( ) �α α0 0� . Функцию r t( ) получим ин�
тегрированием (2).
Функции α( )t , r t( ) определяют «размечен�

ную» линию зацепления в полярных координа�
тах. Переходя стандартным образом к коорди�
натным системам колес и рейки, получим со�
ответствующие профили зубьев.

Частные решения задачи

Рассмотрим случай, когда скорость задается
линейной функцией

F b bt( )ϕ1 0� � . (7)

Определим решения системы (5) с конечной
производной �α для линий зацепления, прохо�
дящих через полюс. Без ограничения общности
для линий зацепления можно в качестве на�
чальной точки взять r�0. Тогда условие конеч�
ности �α при r�0 принимает вид

b a j j0 0�� ω αsin .

Заметим, что частным случаем линейной
функции (7) является скорость в классическом
эвольвентном зацеплении ( )α�const :

V a r a tj j j j j j�� � �ω α ω ω αsin ( cos )0 0 0 .

Линии для внешнего зацепления с a1=50 мм
для функции (7), проходящие через полюс, по�
казаны на рис. 2, а профили зубьев — на рис. 3.
Рассмотрим подробнее случай F V( )ϕ1 0� �

�const. При этом дифференциальное уравне�
ние (6) принимает вид

8 2012. ¹ 6

Рис. 1. Зубчатое колесо передачи с гидростатической
смазкой и постоянной скоростью контактной точки

по профилю зуба
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где η
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0
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V
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const. Линию зацепления r ( )α

можно получить, не прибегая к решению диф�
ференциального уравнения (8). Действительно,
из (1), (2) следует
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Введем функцию s� sinα. Тогда уравнение
(9) принимает вид
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s
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.

Положим s u r� / . Тогда
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Решение этого уравнения запишем в форме
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Таким образом,
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Отсюда получаем

r a r a uj j
2

0 02 2 0� � � �(sin )α η . (11)

Решение последнего уравнения имеет вид

r a j�� � �(sin )α η0

� � �a cj (sin )α η0
2

0 . (12)

Параметр c 0 можно выразить из начальных
условий по формуле (10):
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Рис. 2. Линии зацепления для V b btj � �0 :

1 — b�47 (эвольвентное зацепление); 2 — b�25;
3 — b�75

Рис. 3. Профили звеньев для V b btj � �0 :

1 — b�47 (эвольвентное зацепление); 2 — b�25;
3 — b�75; — — профиль первого звена;
— � — — профиль второго звена;

— · — — профиль рейки



Дифференцируя по времени формулу для
линии зацепления (12) с учетом (2), получаем
дифференциальное уравнение
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общее решение которого имеет вид
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Запишем линию зацепления (12) в декарто�
вых координатах:

x a r y r� � ��1 sin ; cosα α.

С учетом (11) имеем

( )x a y r� � � �1
2 2 2

�� � � �2 21 0
2
0a x a a r a cj j j( ) η .

Перепишем это равенство в переменных
~x x a� � 1 ,

~y y� :

� �(~ ~ ~)x y a x a cj j
2 2 2

0

2
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� �4 2
0
2 2 2a x yj η (
~ ~ ). (14)

Уравнение (14) при c 0 0� описывает улитку

Паскаля, а при � �η0 0 0� �V j — окружность

с центром ( , )x a a yj0 1 0 0� � � и радиусом
R a cj0 0 1� � .

Координаты профилей звеньев определяют
по формулам

� �
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j j j j
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а для поступательно движущегося звена 2' (рей�
ки) по формулам

x r

y a rj j
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' cos .
2

2

�
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Рассмотрим подробнее отмеченные частные
случаи.

Если r0 0� либо �α
ω

0 2
�

j
, то c 0 0� и для ли�

нии зацепления (12)

r a a R aj j j j�� � � �2 2 20sin sinα η α,

где R
V

j
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ω
const — радиус кривизны. Та�

ким образом, случай c 0 0� соответствует посто�
янной кривизне. При этом из (13) следует
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Уравнение (17) — полярное уравнение
улитки Паскаля. Таким образом, как было по�
казано, линией зацепления для критерия
v kj j� �const const, ( j�1 либо j�2) является
улитка Паскаля.
Пусть k1 �const. Найдем выражение для про�

филя первого звена. Подставляя в (15) выраже�
ния (16), (17) при j�1, получим

x a R a

R a
1 1 1 1 1 1

1 1 1
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cos ( sin )sin( )
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ϕ α α ϕ

α ϕ s ;2 0α

y a R a

R a
1 1 1 1 1 1

1 1 1

2�� � � � �

�� � �
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cos( )

ϕ α α ϕ

α ϕ sin .2 0α

Следовательно, профиль первого звена
с постоянной кривизной является окружно�
стью с центром в точке с координатами
x ac � 1 02cos α , y ac � 1 02sin α и радиусом R1 :

( ) ( )x x y y Rc c1
2

1
2

1
2� � � � .

Рассмотрим случай, когда V0 0� . При η0 0�
линия зацепления определяется формулой
(12):

r a a cj j�� � �sin sinα α
2

0 , (18)

где параметр c 0 описывается выражением

� �c
r

a
r a

j
j0

0
2 0 02� � sinα .
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В данном случае линия зацепления (18) яв�
ляется окружностью и дифференциальное
уравнение (13) принимает вид
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Решение этого уравнения запишем в виде
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Для начальных условий r a0 1 02�� sinα име�
ем c 0 0� — случай постоянной кривизны
k1 ��.
На рисунке 4 показаны линии внешнего за�

цепления с a1 50� мм и передаточным отно�
шением i12 2� . Профили звеньев для постоян�
ной скорости и кривизны представлены на рис.
5 и рис. 6.
Рассмотрим, наконец, случай V1 �const,

V2 �const. Поскольку из (1) следует соотноше�
ние

V V r2 1 1 2� � �( )ω ω

то отсюда сразу получаем
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Рис. 4. Линии зацепления для V j � const:

1 — c0 0� (эвольвентное зацепление); 2 — c0 0� ;
3 — c Vj0 0 0� �, Рис. 5. Профили звеньев для

V kj j� � �const const0, :

— — профиль первого звена; — � — — профиль
второго звена; — · — · — — профиль третьего звена

Рис. 6. Профили звеньев дляV kj j� �0, const:

— � — — профиль второго звена;
— · — · — — профиль рейки



r
V V

R�
�

�
� �2 1

1 2ω ω
const.

Далее из (2) находим

� cosr a j j�� � � �� �ω α α0 90 ,

т. е. линия зацепления вырождается в две точки
с декартовыми координатами

x a r a R� � � �1 1sin ,α y r�� �cosα 0. (19)

Координаты профилей зубьев колес:

� �x a rj j j j� � � �cos sinϕ α ϕ

� �� �a Rj jcosϕ ; (20)

� �y a rj j j j�� � � �sin cosϕ α ϕ

� ��� �a Rj jsin .ϕ (21)

т. е. профилем j�го звена является окружность
радиуса ( )a Rj �� :

� �x y a Rj j j
2 2

2

� � � . (22)

Для профиля зуба рейки имеем

x r R� � ��2 sinα ; (23)

y a r a t u t� �� � �� ��2 1 1 1 1 2ϕ α ωcos , (24)

т. е. профиль зуба рейки — вертикальные пря�
мые x R�� , u a2 1 1� ω — скорость рейки.
Случаю V V1 2� �const соответствуют приве�

денные выше отношения (19)—(24) с R�0, т. е.
линия зацепления вырождается в точку с коор�
динатами ( , ).a1 0
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