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Расчет упругой характеристики
ленточной пружины (геликоидально
симметричной оболочки открытого
профиля) при больших
перемещениях на основе теории
чистого изгибания

А.Г. Сорокина

Рассмотрена методика исследования деформированного состояния лен�
точной пружины, основанная на предположении о чистом изгибании сре�
динной поверхности пружины (геликоидальной оболочки). Параметры, оп�
ределяющие деформированную геометрию оболочки, найдены прямой мини�
мизацией полного потенциала оболочки. Для удобства записи энергии
деформаций предварительно был выполнен переход в ортогональную систе�
му гауссовых координат. Приведен пример построения упругой характери�
стики конической ленточной пружины с прямолинейным контуром.

Ключевые слова: ленточная пружина, чистое изгибание, большие
перемещения, минимизация потенциала.

Calculation of tape spring elastic
characteristic (helical symmetric shell
of open profile) at large displacements
based on pure bending theory

A.G. Sorokina

The article describes a method for investigation of the tape spring deformed
state, based on the assumption of pure bending of the spring middle surface
(helical shell). The parameters defining the deformed shell geometry were found
from direct minimization of the shell potential. For convenience of the deformation
energy recording the transition to Gaussian orthogonal system of coordinates has
been previously made. An example of the elastic characteristics construction for a
conical tape spring strip with a straight path is presented.

Keywords: tape spring, pure bending, large displacements, minimization
of potential.

Ленточные пружины, применяемые в машиностроении в качест�
ве упругих элементов [1—5], являются, по сути, геликоидально

симметричными оболочками (ГСО) открытого профиля (рис. 1).
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Вследствие характерных для пружин боль�
ших перемещений необходимо учитывать
геометрическую нелинейность, а геликои�
дальная (винтовая) симметрия описывается
уравнениями практически такой же сложно�
сти, как в общей теории оболочек. Именно
поэтому теория ленточных пружин произволь�
ного профиля практически не разработана.

В статье [6] предложена методика построе�
ния деформированной срединной поверхности
ГСО, основанная на предположении о чистом
изгибании срединной поверхности. Удалось
показать, что форма деформированной поверх�
ности ГСО определяется геометрией образую�
щего контура исходного состояния a(α) и всего
двумя параметрами — деформацией оси ε

и круткой ω+. Радиус�векторы исходной и де�
формированной срединных поверхностей оп�
ределяются следующими соотношениями [6]:
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где k — орт оси z; ω = 2π/Т — крутка винтовой
поверхности в исходном состоянии; T — шаг
винтовой поверхности; [L(ωz)] — матрица по�
ворота вокруг оси z на угол ωz; a( )α — ради�

ус�вектор образующего контура; α — гауссова
координата контура; индексом «+» отмечены
величины в деформированном состоянии; ε —
осевая деформация всей оболочки в целом.

Поверхность на рис. 1 построена при сле�
дующих значениях геометрических парамет�
ров:
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где b — характерный размер, м.
Исходным контуром поверхности на рис. 1

является отрезок прямой, лежащей в плоско�
сти xOz . Все представленные расчеты
выполнены для формы пружины, заданной со�
отношениями (2).

Методика, предложенная в работе [6], не
требует ортогональности исходного контура

к винтовым линиям. Контур может пересекать
винтовые линии под любыми углами, отлич�
ными от нулевого. Это создает неудобства, так
как вариационный метод, применяемый в дан�
ной статье, предполагает вычисление потен�
циальной энергии деформаций оболочки, фор�
мулы для которой записываются обычно в ор�
тогональных гауссовых координатах.

Ортогональная система гауссовых координат
восстанавливается на геликоидальной поверх�
ности сравнительно просто. Линию, лежащую
на геликоидальной поверхности и перпендику�
лярную винтовым линиям, назовем нормальным
контуром (см. рис. 1). Если первое семейство
координатных линий совпадает с линиями ис�
ходного контура, а вторым семейством коорди�
натных линий являются винтовые линии, то орт
t, касательный к нормальному контуру, распо�
ложен как показано на рис. 2.

Поскольку элемент нормального контура
принадлежит поверхности, то
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Рис. 1. Срединная поверхность ленточной пружины
с нанесенными линиями исходного контура
(штриховые линии) и нормального контура

(сплошные линии, перпендикулярные к винтовым
линиям)
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где A, B — параметры Ламе; s — дуга нормаль�
ного контура.

Проекция равенства (3) на орт t2 описывается
дифференциальным уравнением, связывающим
приращения координаты � и z при движении
по нормальному контуру:
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Здесь χ — угол между координатными линиями
(см. рис. 2).

В уравнении (4) производные обыкновен�
ные, а не частные, так как ни один из парамет�
ров в правой части не меняется при движении
по винтовым линиям. Таким образом, построе�
ние нормального контура свелось к вычисле�
нию квадратуры
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где z*0 — постоянная интегрирования, измене�
ние которой смещает и поворачивает винтовую
поверхность как жесткое целое.

Из формул (1)—(4) следует, что нормальный
контур может быть задан соотношением
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где индексом «*» обозначен нормальный контур.

В некоторых случаях квадратуру (5) удается
вычислить аналитически. В частности для по�
верхности, заданной соотношениями (2), нор�
мальный контур определяется следующими
формулами:
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В общем случае нормальный контур нахо�
дится численным интегрированием. После вы�
числения нормального контура его можно ис�
пользовать в качестве исходного, т. е. вместо
соотношений (1) исходная и деформированная
срединная поверхность ГСО может быть задана
соотношениями

r k L a

r k L a

* *

*

( , ) [ ( )] ( );

( , ) ( ) [ ( )]

α ω α

α ε ω

z z z

z z z

� �

� � �
� �1 * ( ),�

α

(8)

где индексом «*» отмечено то, что образующий
контур является нормальным контуром. При
этом получается та же самая геликоидальная
поверхность (см. рис. 1). Нормальные контуры
показаны на рис. 1 сплошными линиями, пер�
пендикулярными винтовым линиям. Один из
этих контуров построен по формулам (7),
а остальные получены винтовым движением
этого же контура. Винтовые линии и нормаль�
ные контуры образуют на геликоидальной по�
верхности ортогональную координатную сетку
(нормальные координаты).

Нормаль к поверхности определялась через
векторное произведение касательных ортов,
при этом учитывалась ортогональность новой

координатной сетки, т. е. то, что χ*=0:
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Рис. 2. Расположение орта t, касательного
к нормальному контуру, по отношению

к естественным ортам:
t1 — орт касательной к исходному контуру,

t2 — орт касательной к винтовой линии



n
r r*

*

*

*

*

*

*

*

* *

*

�

�

�

	
	
	




�

�
�
�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

�

n

n

n
A B z

A B

r

x

y

z

y

α

1
α α

α α

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

r

z

r r

z
r r

z

r r

z
r

z z y

z x x z

x

* * *

* * * *

*

α α

�

�
�

�

�

�

�

�

�

	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�

r

z

r r

z
y y x

* * *

.

(9)

Кривизны и кручение срединной поверхно�
сти оболочки рассчитывались по обычным
формулам:
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Хотя и радиус�вектор r*, и нормаль n* зави�
сят от винтовой координаты z, кривизны и кру�
чение от координаты z не зависят, что является
следствием геликоидальной симметрии. Вы�
числение кривизны и кручения сводилось
к последовательным подстановкам, с помощью
компьютерной аналитики выполнялось до�
вольно просто, причем формулы получились
вполне обозримыми.

В качестве примера ниже приведен график
кручения поверхности (рис. 3), построенный
по формулам (7)—(10), и соответствующее ему
аналитическое выражение.

Контур деформированной срединной по�
верхности a*+(α) в зависимости от значения ε

и ω+ и в предположении о чистом изгибании

поверхности находился по методике, предло�
женной в работе [6]. Указанный контур вместе
с параметрами ε и ω+ согласно соотношениям
(8) полностью определяет радиус�вектор де�
формированной поверхности r*+(α, z). Подста�
новка найденного r*+(α, z) в формулы (9), (10)
вместо радиус�вектора исходного состояния r*(α, z)
дает кривизны и кручение деформированной по�
верхности. Через кривизну и кручение исходного
и деформированного состояния находились ком�
поненты приращений кривизны:
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Формулы (11) не содержат деформаций
и сдвигов, так как срединная поверхность была
принята нерастяжимой.

Потенциальная энергия деформаций в од�
ном витке ленточной пружины вычислялась по
классической формуле
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где D — цилиндрическая жесткость; μ — коэф�
фициент Пуассона. Интегрирование по z в фор�
муле (12) заменено умножением на период T.
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Рис. 3. Кручение поверхности, изображенной
на рис. 1, в нормальных координатах:
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Потенциал внешних сил для практически
важного случая растяжения вдоль оси z и кру�
чения вокруг оси z рассчитывался по формуле

� �V P T M T�� � ��
ε ω ω , (13)

где P — осевая сила; M — крутящий момент.
Согласно принципу Лагранжа, полный по�

тенциал системы в положении равновесия ми�
нимален

Π� � �U V min. (14)
Из формулы (14) следует система нелиней�

ных алгебраических уравнений для определе�
ния ω+ и ε:
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Наличие удобных процедур минимизации
делает построение и решение системы (15) из�
лишним, так как значения ω+ и ε при наличии
таких процедур могут быть найдены непосред�
ственно из принципа Лагранжа. Для прямой
минимизации полного потенциала пружины,
рассматриваемого как функция двух перемен�
ных Π(ε , ω+), применялась процедура
FindMinimum из пакета Mathematica. Вычисле�
ния при этом сводились к последовательному
заданию различных значений нагрузок P, M и
считыванию результатов минимизации потен�
циала Π(ε , ω+), выводимых функцией
FindMinimum. При построении упругой харак�
теристики пружины крутящий момент задавал�
ся равным нулю (M = 0). Результаты расчета
представлены на рис. 4, 5.

Следует отметить, что при увеличении силы
P крутка сначала уменьшается, а затем увеличи�

вается. Это означает, что при растяжении пру�
жина сначала незначительно раскручивается,
а только потом начинает закручиваться. Оче�
видно, что такое поведение пружины является
следствием геометрической нелинейности.

Выводы

1. Предложена методика построения упру�
гой характеристики ленточной пружины, осно�
ванная на прямой минимизации полного по�
тенциала пружины.

2. Показано, что использование нормального
контура, т. е. контура перпендикулярного винто�
вым линиям, позволяет использовать классиче�
ское выражение для энергии изгиба оболочки
в ортогональных гауссовых координатах.

3. Представлен пример расчета упругой ха�
рактеристики и зависимости крутки от осевой
силы для конической ленточной пружины
с прямолинейным исходным контуром.
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Рис. 4. Упругая характеристика ленточной пружины

Рис. 5. Зависимость приращения крутки
(Δω = ω

+ – ω) от осевой силы


