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Широкое использование цилиндрической оболочки (трубопроводы жилищно-
коммунального хозяйства, газопроводы, нефтепроводы, емкости химических произ-
водств, надводных, подводных и летательных аппаратов) в технологических процес-
сах и машиностроении обусловливает особое внимание к ней ученых-механиков и 
построение различных математических моделей механики ее деформирования для 
расчета на прочность. Приведено сравнение корней характеристических уравнений 
известных математических моделей цилиндрической оболочки. Обнаруженное каче-
ственное (комплексные и действительные) и количественное различие корней требу-
ет анализа математических моделей. Для этого разработан эффективный алгоритм 
аналитического решения тестовых краевых задач сравнительного количественного 
анализа математических моделей механики деформирования оболочки. 
Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, корни характеристических уравнений 
математических моделей, аналитическое решение краевых задач. 

An intensive use of cylindrical shells for the construction of water supply lines, gas and oil 
pipelines, as well as tanks used in chemical industries and ships, submarines, and aircrafts 
structures stimulates the development of various mathematical models describing their 
stress-strain states. The roots of the characteristic equations of well-known mathematical 
models of a cylindrical shell are compared and analyzed. It has been found that the roots 
(both real and complex) differ qualitatively, which involves the analysis of the mathematical 
models. For this purpose, an efficient algorithm for analytical solutions of test boundary 
value problems for the comparative quantitative analysis of the mathematical models of 
mechanics of shells has been developed. 
Keywords: cylindrical shell, roots of characteristic equations, mathematical model, 
analytical solution, boundary value problem. 

Расчет и конструирование машин 



4 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ #8 [653] 2014 

Анализ математических моделей механики де-
формирования изотропных замкнутых в 
окружном направлении круговых упругих ци-
линдрических оболочек постоянной толщины 
основан на методе Фурье разделения перемен-
ных в дифференциальных уравнениях с част-
ными производными. Полученные таким обра-
зом обыкновенные дифференциальные уравне-
ния (ОДУ) имеют постоянные коэффициенты. 
Решение ищется в экспоненциальных функци-
ях независимых постоянных и определяется 
корнями характеристического уравнения. 

Решение краевых задач на основе получен-
ных ОДУ сводится к построению системы ал-
гебраических уравнений при заданных краевых 
условиях, решению системы алгебраических 
уравнений и определению произвольных по-
стоянных.  

Классический алгоритм аналитического ре-
шения известен и, очевидно, прост. Однако до 
настоящего времени он не реализован по при-
чине неустойчивости счета на ЭВМ.  

Для того чтобы преодолеть трудности и по-
строить эффективный алгоритм аналитиче-
ского решения краевых задач и на его основе 
выполнить сравнительный количественный 
анализ известных математических моделей 
необходимо: 
• выполнить аналитический обзор извест-

ных математических моделей механики дефор-
мирования цилиндрических оболочек; 
• провести анализ корней характеристиче-

ских уравнений известных математических мо-
делей; 
• построить алгоритм решения ОДУ в экс-

поненциальных функциях;  
• выполнить преобразование экспоненци-

альных функций в функции Коши–Крылова;  
• построить эффективный алгоритм реше-

ния краевых задач с устойчивым счетом и кон-
тролируемой погрешностью на ЭВМ. 

Преодолев перечисленные проблемы, можно 
ответить на фундаментальный вопрос теории 
оболочек: какова разница прикладной значи-
мости математических моделей, построенных 
известными авторами [1–10].  

Для сравнительного количественного анали-
за математических моделей известных авторов 
отсутствуют научные основания для выбора 
одной из них в качестве эталона. Поэтому за 
базовую модель принимаем одну из них, 
например, техническую моментную теорию 
В.З. Власова [2–4] как самую используемую.  

Выполняя аналитический обзор математи-
ческих моделей механики деформирования ци-

линдрической оболочки и избегая известной 
громоздкости,  рассмотрим лишь характери-
стические уравнения дифференциальных урав-
нений, полученные известными авторами: 

          8 6 4 2
3 2 1 0 0,a a a a   (1) 

где ia  — коэффициенты характеристического 
уравнения: 
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А.Л. Гольденвейзер: 
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В. Флюгге: 
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Здесь n — номер гармоники в разложениях 
Фурье; μ — коэффициент Пуассона; k — коэф-
фициент,  2 1/4 1/2[3(1 )] ( / ) ;k R h  /h R  — отно-
сительная толщина оболочки. 

Следует отметить, что выражения для коэф-
фициентов характеристического уравнения для 
каждой из представленных моделей имеют раз-
личия, поэтому их корни отличаются.  

Коэффициенты характеристических урав-
нений моделей зависят от трех параметров: 
номера гармоники n, относительной толщины 
оболочки /h R  и коэффициента Пуассона μ. 
Необходимо проанализировать значения зави-
симости величин корней от первых двух пред-
ставленных параметров.  

Цель работы — на основании сравнительно-
го анализа корней характеристических уравне-
ний разработать алгоритм аналитического ана-
лиза математических моделей. 

 
Определение корней характеристических 
уравнений. Характеристическое уравнение (1) 
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математической модели механики деформиро-
вания цилиндрической оболочки представляет 
собой полином 8-й степени. Проанализировав 
свойства алгебраических уравнений с действи-
тельными коэффициентами, можно сделать 
следующие выводы [11]: 

1) уравнение 8-й степени имеет восемь кор-
ней, среди которых могут быть действительные 
и комплексно-сопряженные; 

2) комплексные корни образуют комплекс-
но-сопряженные пары. 

Из анализа коэффициентов характеристиче-
ских уравнений следует, что для первой и нуле-
вой гармоник коэффициент a0 = 0, а для нуле-
вой гармоники коэффициент a1 = 0, что обу-
словливает появление четырех нулевых корней 
на первой гармонике и четырех нулевых корней 
на нулевой гармонике. 

Появление нулевых корней объясняется фи-
зическим смыслом рассматриваемой задачи. 
Отсутствие их привело бы к противоречию. 
Эффект приложения к одному краю статически 
неуравновешенной нагрузки для оболочки за-
тухает в некоторой зоне, примыкающей к од-
ному краю. При этом оболочка в целом была бы 
не уравновешена. Нулевые корни характери-
стического уравнения соответствуют 12 линей-
но-независимым решениям. Шесть из них опи-
сывают смещения срединной поверхности как 
жесткого целого, остальные шесть — напря-
женные состояния оболочки, работающей как 
балка [6].  

Для решения характеристических уравнений 
разработан алгоритм, основанный на использо-
вании метода Лагерра [12] и реализованный на 
математическом языке Matlab. Метод Лаггера 
сходится к одному из корней алгебраического 
уравнения из любого начального приближения. 
Он позволяет найти как действительные, так и 
комплексные корни рассматриваемого уравне-
ния. Для каждого начального приближения ме-
тод вычисляет только один корень полинома. 

Экспериментально установлено, что по ре-
шению характеристических уравнений, корни 
можно представить в следующем виде: 
            1 4 1 1 5 8 2 2;   .i i  

Определим корни характеристических урав-
нений исследуемых математических моделей 
для первых 80 гармоник при соотношении 

/ 1/30h R  и коэффициенте Пуассона μ = 0,3. 
Результаты для модели В.З. Власова представ-
лены на рис. 1. Полученные корни, изображае-
мые на плоскости точками, для наглядности 
соединены между собой линиями. 

Анализируя полученные значения корней ха-
рактеристических уравнений разных гармоник 
n, следует отметить общий характер поведения 
корней для различных математических моделей, 
а также отклонения в поведении корней для 
каждой из моделей. Особенно выделяются моде-
ли А.Л. Гольденвейзера и В.И. Даревского. В не-
которых моделях для больших номеров гармо-
ник n появляются действительные корни.  

 
Анализ корней характеристических уравне-
ний по параметру n. Относительные отклоне-
ния вычислялись для действительных частей 
(1 и 2) и коэффициентов (1 и 2) мнимых 
частей комплексных корней по следующим со-
отношениям: 
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где  В В,i i  — значения элементов корней мо-
дели Власова;  м м,i i  — значения элементов 
корней сравниваемой модели. 

Полученные результаты для первых 80 гар-
моник при соотношении / 1/30h R  и коэффи-
циенте Пуассона μ = 0,3 представлены на рис. 2. 
На рисунке для гармоник n > 70 кривая элемен-
тов корней модели Гольденвейзера имеет «об-
рыв», что обусловлено появлением действитель-
ных корней. На всех приведенных кривых за 
исключением модели Галеркина с увеличением 
номера гармоники растут отклонения корней. 

Как видно на рисунке, действительные части 
корней характеристических уравнений Дарев-

 
Рис. 1. Корни характеристического уравнения  

модели Власова 
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ского и Флюгге отличаются от соответствую-
щих уравнений Власова не более чем на 0,5 %. 
Действительная часть корней характеристиче-
ских уравнений Гольденвейзера и Галёркина 
имеет большие отклонения относительно соот-
ветствующих уравнений Власова. Следует отме-
тить отклонение действительной части 2 вто-
рого (меньшего) корня уравнения Галёркина на 
второй гармонике, оно достигает 8 %. 

Отклонения действительных частей корней 
характеристического уравнения модели Голь-
денвейзера составляют 3 %.  

Коэффициенты 1,2 мнимой части ком-
плексных корней характеристических уравне-
ний рассматриваемых моделей по отношению 
к корням уравнения модели Власова имеют 
больший разброс значений по сравнению с 
действительными частями. В моделях Флюгге, 

Гольденвейзера, Галёркина и Даревского до 
30-го номера n гармоники отклонения коэф-
фициентов 1,2 корней не превышают 5…7 %. 
Следует отметить скачок относительного от-
клонения коэффициента 2 на второй гармо-
нике n = 2 модели Галёркина до 8 %, когда у 
других моделей данная величина не превыша-
ет и 1 %.  

Для более высоких номеров гармоник отно-
сительное отклонение коэффициента 1 корней 
этих моделей, за исключением модели Гольден-
вейзера, возрастает до 20…30 %, а для коэффи-
циента 2 не превышает 5 %. Относительные 
отклонения коэффициентов мнимых частей 
корней уравнения модели Гольденвейзера зна-
чительно больше и достигают 80 % на 70-х но-
мерах n гармоник, где уже появляются действи-
тельные корни. 

 
Рис. 2. Отклонения 2 корней моделей по отношению к модели Власова: 

а —1; б — 1; в — 2; г — 2;  
1 — модель Гольденвейзера; 2 — модель Даревского; 3 — модель Галёркина; 4 — модель Флюгге 



#8 [653] 2014 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 7 

Анализ корней характеристических уравне-
ний по параметру h/R. При относительной 
толщине оболочки / 1/10h R  для гармоник с 
номерами n > 50 у моделей Власова, Гольден-
вейзера и Даревского начинают появляться 
действительные корни. У моделей Гольденвей-
зера и Даревского действительные корни начи-
нают появляться уже при / 1/20.h R  Однако у 
остальных моделей такого эффекта не наблюда-
ется.  

Анализ отклонений значений корней харак-
теристических уравнений по параметру h/R по-
казывает, что с увеличением относительной 
толщины они возрастают.  

Отклонения действительной части 1 изуча-
емых моделей не превышают 2 %. Отклонения 
действительной части 2 выше, но не выходят 
за границы 5 %. 

Отклонения коэффициентов 1 и 2 мнимых 
частей корней для первых гармоник с увеличе-
нием толщины оболочки возрастают незначи-
тельно. Однако с повышением номера гармо-
ники при увеличении толщины оболочки зна-
чения коэффициентов резко возрастают и 
достигают 40 %. Хуже всего согласуется с базо-
вой моделью коэффициент 1 корней всех 
остальных моделей. Коэффициент 2 наиболее 
соответствует базовой модели (отклонения не 
превышают 5 %) за исключением модели Голь-
денвейзера, где они достигают 10 %. 

С уменьшением относительной толщины 
оболочки корни характеристических уравнений 
всех математических моделей сближаются и 
становятся равными, например, при /h R   

1/500.  
 

Алгоритм устойчивого счета. После определе-
ния корней характеристического уравнения 
можно записать решение дифференциальных 
уравнений с точностью до произвольных по-
стоянных. Классический алгоритм решения 
краевой задачи завершается построением си-
стемы алгебраических уравнений для заданных 
краевых условий и определением постоянных 
интегрирования. При этом возникают непре-
одолимые трудности: число операций при вы-
числениях столь велико, что решение возмож-
но только с помощью ЭВМ, а использование 
ЭВМ не дает желаемого результата из-за не-
устойчивости счета. 

Эти трудности можно преодолеть путем по-
строения эффективного алгоритма. Решение 
задачи для n-й гармоники с точностью до по-
стоянных интегрирования запишем в матрич-
ной форме: 

 t cΦ ,  

где столбец t формируется в виде 

  
т

1 1 1, , , , , , .,n n n n n n n nu v w w T S Q M t  
В столбце t представлены функциональные 

коэффициенты рядов тех силовых факторов, 
которые определяют жесткость и прочность 
оболочки и необходимы для реализации гра-
ничных условий. Данный столбец характеризу-
ет состояние сечения оболочки плоскостью, 
нормальной к ее оси, т. е. представляет решение 
в канонической форме. 

Далее под силовыми факторами будем по-
нимать функциональные коэффициенты их 
рядов разложения по угловой координате . 

Столбец c содержит восемь постоянных ин-
тегрирования, подлежащих определению. 

Силовые факторы для сечения оболочки, 
входящие в столбец t, масштабируются следу-
ющим образом: 
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где R — радиус срединной поверхности обо-
лочки; B — мембранная жесткость; D — изгиб-
ная жесткость оболочки. 

Для построения алгоритма устойчивого сче-
та необходимо фундаментальную систему Ф 
экспоненциальных функций решения системы 
ОДУ для функциональных коэффициентов ря-
дов искомых величин преобразовать в систему 
функций Коши–Крылова K, которые удовле-
творяют произвольным начальным условиям, 
по формуле [13] 

    1
0 .K  

Здесь  1
0  — матрица, обратная к матрице 

функций Ф при   0.  
Преобразование фундаментальной системы 

экспоненциальных функций в систему функ-
ций Коши–Крылова достигается путем исклю-
чения столбца с c произвольными константами 
следующим образом: 

        
1

00
0 0

,
, 

t c
c t

t c
 

где 0t  — значение геометрических и силовых 
факторов в столбце t при   0.  

Далее основной интервал  0[ , ],n  равный 
длине оболочки, делится промежуточными 
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точками    1 2 1, ,  , n  на интервалы  1[ , , ]i i  
1, 2, , .i n   Для каждого интервала определя-

ются функции K Коши–Крылова или их значе-
ния с помощью ЭВМ. Тогда, для любого i-го 
интервала можно получить зависимость для 
столбца t в начале ti н и конце ti к интервала: 
  к н ,i i iKt t  
где    1

к нi i iK  — матрица значений функций 
Коши–Крылова на i-м интервале. 

Если интервалы выбрать равными, то  
     const,    1, 2, , .iK K i n  

Следовательно, для каждого интервала 
справедлива следующая зависимость: 
  к н.Kt t  

Для того чтобы решить краевую задачу для 
основного интервала необходимо выполнить 
сопряжение интервалов, на которые он де-
лится. С этой целью столбец t, характеризу-
ющий состояние сечения оболочки, делим на 
геометрический  т|| , , , ||n n n nu v w wp  и силовой 

1 1
т

1|| , || ,, ,n n n nT S Q M q  а матрицу K значений 
функций Коши–Крылова — на соответствую-
щие блоки: 

   11 12

21 22
.

K K
K

K K
 

В этом случае матричное соотношение для 
каждого интервала переписывается в виде си-
стемы матричных уравнений: 

  
 
 

к 11 н 12 н

к 21 н 22 н

;
.

K K
K K

p p q
q p q

 

Полученная система матричных уравнений 
преобразовывается к матричным зависимостям 
столбцов qн и qк силовых параметров через 
столбцы pн и pк геометрических параметров: 

  
 
 

н 1 н 2 к

к 3 н 4 к

;
,

G G
G G

q p p
q p p

  (2) 

где матрицы  
   1

1 1112 ,G K K     1
2 12 ,G K  

    1
3 21 22 1112 ,G K K K K     1

4 22 12 .G K K   
В совокупности матрицы 1 4–G G  характери-

зуют жесткость интервала оболочки, так как 
они связывают силовые параметры с геометри-
ческими. 

Сопряжение интервалов осуществляется по 
геометрическим параметрам 
      1 н 0 к 1 н к, ,  ,  ,i i i n np p p p p p p  
и по силовым параметрам 

        1 н 0 к 1 н к, , , , .i i i n nq r q q r q r  

Здесь r — столбец с погонной внешней силовой 
нагрузкой; индекс «i» обозначает номер интер-
вала, а «н» и «к» — его начало и конец соответ-
ственно; n — число интервалов. 

Столбец r имеет следующие элементы: 

  
т

1 вн вн 1 вн 1 вн, , , .n n n nT S Q M r  

Здесь индекс «вн» обозначает скачок во внут-
ренних силовых факторах, обусловленный 
внешним воздействием. 

Следует отметить, что оболочку необходимо 
делить на интервалы таким образом, чтобы се-
чения, в которых действует внешняя силовая 
нагрузка, находились на стыке интервалов. 

После преобразований получаем систему 
матричных алгебраических уравнений: 

  

 

    

  
   

   

1,1 0 2,1 1 0

3,1 0 4,1 1,2 1 2,2 2 1

3, 1 4, 1, 1 2, 1 1

,
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
i i i i i i i i

G G
G G G G

G G G G

p p r
p p p r

p p p r

     



   
  

3, 1 2 4, 1 1, 1 2, 1

3, 1 4,

 . .
,

.
n n n n n n n n

n n n n n

G G G G
G G

p p p r
p p r

 

Здесь второй индекс у матриц Gi обозначает 
номер интервала, для которого вычисляется 
матрица Gi. 

Каждое матричное уравнение приведенной 
выше системы записано для соответствующего 
сечения, включая и краевые, которые здесь 
представляют столбцы 0p  и .np  Очевидно 
также, что число уравнений соответствует чис-
лу искомых столбцов .ip  

Отличительным признаком построенного 
алгоритма решения краевой задачи является то, 
что система алгебраических уравнений получе-
на для определения искомых величин, а не 
иных параметров или констант, через которые 
они определяются. Система алгебраических 
уравнений построена без использования крае-
вых условий задачи. Краевые условия задачи 
учитываются при решении системы алгебраи-
ческих уравнений. 

Если один край оболочки при   0  защем-
лен, то можно записать 0 0.p  Следовательно, 
соответствующее, т. е. первое, уравнение рас-
сматриваемой системы отбрасывается как лиш-
нее. 

Аналогично учитываются и другие краевые 
условия при решении системы алгебраических 
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уравнений. В результате решения этой системы 
алгебраических уравнений определяются столб-
цы ip  геометрических параметров для сечений 
оболочки. Столбцы силовых параметров iq  для 
сечений оболочки определяются с помощью 
алгебраических зависимостей (2). Таким обра-
зом, алгоритм в конечном итоге позволяет 
определить напряженно-деформированной со-
стояние цилиндрической оболочки. 

 
Вычислительный эксперимент. Рассмотрим 
цилиндрическую оболочку, защемленную по 
краям. В сечении, равноудаленном от краев, 
оболочка нагружена поперечной силой P. Рас-
четная схема оболочки представлена на рис. 3. 

Оболочка имеет следующие физические и 
геометрические параметры:   112 10  МПа,E  
 0,3, v    / 1/100, h R    / 5.l R  
Нагрузка выбирается «плохой», т. е. локаль-

ной, распределенной по площадке поверхности 
оболочки. В расчетной схеме она идеализирует-
ся. Если площадка мала, то нагрузка идеализи-
руется силой. В нашем исследовании такая иде-
ализация неприемлема, так как решения для 
внутренних силовых факторов в точке прило-
жения силы имеют особенности, ряды Фурье не 
сходятся. Если нагрузка идеализируется рас-
пределенной по линии, например, окружной 
координаты, то ряды Фурье решений для внут-
ренних силовых факторов сходятся. В нашей 
расчетной схеме принимаем, что нагрузка рав-
номерно распределена по дуге 20°.  

За основу для расчета была взята математи-
ческая модель В. Флюгге [9]. ОДУ этой модели в 
перемещениях имеют вид 

      
 2

2
2 1 1

2 2
nn

n
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d
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d d
u u  

3
2 2 2

3
1 1 0;

2 2
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d
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 2 2 2 2( /( ) /(1 )2c D BR h R  — малый параметр), а 
физические соотношения описываются следу-
ющими уравнениями: 
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Необходимые для записи граничных усло-
вий обобщенные в смысле Кирхгофа перерезы-
вающие 

1Q  и сдвигающие S  усилия в оболоч-
ке описываются следующими выражениями: 
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Классическое аналитическое решение урав-
нений (3) получено в виде 

 
Рис. 3. Расчетная схема оболочки 
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1 1 1 1 2 1 1 1 1 2

1 1 3 1 4 1 1 3 1 4

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2

1 1 3 1 4 1 1 3 1 4

1 1 1 2 1 3 1 4

( ) ( )
( ) ( ) ;

( ) ( )
( ) ( ) ;

n

n

n

u A d F e F B e F d F
C d F e F D e F d F

v A f F g F B g F f F
C f F g F D g F f F

w A F B F C F D F

  

Здесь с целью сокращения записи ограничи-
лись первой половиной правых частей на том 
основании, что вторая отличается только ин-
дексами;  

   11 1e cos ;F     12 1e sin ;F  

    13 1e cos ;F     14 1e sin ,F  
а для отброшенной половины  

   25 2e cos ;F     26 2e sin ;F   
   27 2e cos ;F     28 2e sin .F  

Угол поворота нормали к поверхности обо-
лочки в плоскости осевого сечения определяет-
ся по формуле 

  
1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

1

1 1 3 1 4 1 1 3 1 4

( ) ( )

( ) ( ) cos .
n

w A F F B F F

C F F D F F n




       

       


 

Решения для внутренних силовых факторов, 
возникающих в сечениях оболочки, определя-
ются с помощью физических соотношений (4). 

Далее, используя предложенный алгоритм 
устойчивого счета, получено решение краевой 
задачи с контролируемой погрешностью (рис. 4). 
Результаты представлены на рис. 4–6.  

Угловая координата цилиндрической обо-
лочки отсчитывается от вертикали, как показа-
но на рис. 3. 

Перемещения и внутренние силовые факто-
ры, возникающие в оболочке, в безразмерном 
виде показаны на рис. 5, 6: 

  
   

   

    

1 1

1 1 1 1

; ; ; ;
2

; ; .
2 2 2

w v u Rw v u T T
R R R P

R RQ Q S S M M
P P P

 

Результаты расчета перемещений точек на 
срединной поверхности оболочки в зависимо-
сти от продольной координаты представлены 
на рис. 4. Перемещения w  и u  точек приведе-
ны для   0 ,  а перемещения v  точек — для 
  10 .  

Результаты расчета изменения внутренних 
силовых факторов вдоль образующей оболочки 
представлены на рис. 5. Силовые факторы 1T  и 


1Q  приведены для   0 ,  а касательное уси-

лие S  — для   10 .  
Результат расчета продольного изгибающего 

момента 1M  по длине оболочки для   0  
представлен на рис. 6. 

 
Рис. 4. Перемещения точек на срединной  

поверхности вдоль образующей  = 0: 
1 — ;w  2 — ;u  3 — v  

 
Рис. 5. Внутренние силовые факторы  

вдоль образующей  = 0: 
1 — 1;T  2 — 

1 ;Q  3 — S  

 
Рис. 6. Продольный изгибающий момент  

вдоль образующей  = 0  
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Выводы 
1. Исследование показало, что корни 

характеристических уравнений известных 
математических моделей механики дефор-
мирования цилиндрической оболочки ка-

чественно и количественно отличаются. 
2. Разработан алгоритм аналитического 

решения для анализа математических моде-
лей механики деформирования цилиндри-
ческой оболочки. 
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