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Определение деформации сопрягаемых элементов и исследование напряженно-
деформированного состояния (НДС) планетарных передач с внутренними и внешни-
ми зацеплениями колес является актуальной задачей. Деформативность элементов 
планетарной передачи влияет на ее жесткость и нагрузочную способность, поэтому 
для оптимизации жесткостных и прочностных характеристик передачи важно иссле-
довать НДС сопряжения ось сателлита — щека водила, установить его влияние на 
распределение нагрузки в зоне сопряжения и на податливость оси. Разработан метод 
определения деформации оси сателлита и сопрягаемой с ней щеки водила планетар-
ной передачи, а также закон распределения нагрузки в зоне сопряжения, основанный 
на решении дифференциального уравнения изогнутой оси, расположенной на упру-
гом основании, и конечно-элементном анализе НДС сопрягаемых деталей. Поскольку 
перемещение оси сателлита в месте расположения на ней подшипника зависит от по-
датливости собственно оси и от деформации сопрягаемых деталей в месте заделки оси 
в щеку водила, то первая из этих составляющих перемещения определялась методами 
сопротивления материалов с использованием интегралов Мора, вторая — из решения 
дифференциального уравнения изогнутой оси, расположенной на упругом основа-
нии, жесткость которого установлена экспериментальным путем. Создана компью-
терная модель сопрягаемых деталей и выполнено исследование их НДС методом ко-
нечных элементов в программе Solid Works, которое дало результаты, близкие к рас-
четным. Получены уравнения для определения деформации оси сателлита и 
сопрягаемой с ней щеки водила, установлено влияние податливости указанных эле-
ментов на распределение нагрузки в зоне их сопряжения, осуществлен конечно-
элементный анализ НДС деталей передачи. Разработанный метод расчета элементов 
планетарной передачи и выполненное на его основе исследование показали, что сме-
щение сателлита, обусловленное деформацией сопрягаемых деталей в месте заделки 
оси в щеку водила, превышает смещение, вызванное прогибом собственно оси. Это 
следует учитывать при определении коэффициентов неравномерности распределения 
нагрузки в зацеплениях колес и расчете передачи на жесткость и прочность. 
Ключевые слова: планетарная передача, деформация оси сателлита, щека водила. 
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Determining the deformation of mating elements of internal and external planetary gears 
and studying their stress-strain state is of great importance. Deformability of the elements of 
the planetary gear affects its stiffness and load capacity; therefore, to optimize these proper-
ties, it is necessary to investigate the stress-strain state of a satellite axle-carrier joint and es-
tablish its influence on the load distribution in the contact area and on the axle flexibility. A 
method for determining the deformation of a satellite axle mating with a planetary carrier 
and the load distribution in the contact area is developed. The method is based on the solu-
tion of the differential equation of a curved axle on an elastic foundation and the finite ele-
ment analysis of the stress-strain state of mating parts. The displacement of the satellite axle 
at the bearing location point depends on the axle flexibility and deformation of mating parts 
in the contact area where the axle is embedded in the carrier. The former displacement 
component is determined by the methods of the strength of materials using Mohr's inte-
grals, the latter is determined from the solution of the differential equation of a curved axle 
on an elastic foundation whose stiffness is found experimentally. A computer model of mat-
ing parts is constructed and their stress-strain state is studied by the finite element method 
implemented in the Solid Works software. The obtained results are in good agreement. 
Equations for determining the deformation of the satellite axle and the mating carrier are 
deduced, the influence of the flexibility of these parts on the load distribution in the contact 
area is established, and the finite element analysis of the stress-strain state of the gear ele-
ments is performed. The study showed that the satellite axle displacement caused by the de-
formation of the mating parts in the contact area exceeds the bending deflection of this axle. 
This should be taken into account when determining load distribution factors in meshes 
and computing the rigidity and strength of gears. 
Keywords: planetary gear, satellite axle deformation, carrier. 

Планетарные и волновые передачи нашли ши-
рокое распространение в технике благодаря 
хорошим массогабаритным показателям, 
сравнительно малым потерям мощности на 
трение, возможности реализации большого 
передаточного отношения [1–2]. Наличие в 
зацеплении одновременно нескольких пар 
зубьев позволяет достичь высокой нагрузоч-
ной способности, что выгодно отличает эти 
передачи от рядных зубчатых передач [3–5]. 
Среди множества конструкций планетарных 
механизмов наиболее простыми и технологич-
ными являются многопоточные передачи с 
внешними и внутренними зацеплениями ко-
лес, содержащие консольно расположенные в 
щеке водила оси самоустанавливающихся са-
теллитов (рис. 1). Такое исполнение планетар-
ной передачи, с одной стороны, способствует 
выравниванию нагрузки в зацеплениях колес 
за счет повышенной податливости осей сател-
литов (при числе сателлитов больше трех даже 
самоустанавливаемость одного из основных 
звеньев передачи не обеспечивает равномер-
ного распределения нагрузки по потокам 
мощности [6]), с другой — создает опасность 
выхода передачи из строя в результате воз-
никновения больших напряжений в сопряже-
нии ось сателлита — щека водила. В связи с 
этим актуальной является задача разработки 
метода определения деформации сопрягаемых 

элементов и исследования их напряженно-
деформированного состояния (НДС). 

Цель работы — определение податливости 
оси сателлита и щеки водила, установление ее 
влияния на распределение нагрузки в зоне их 
сопряжения, что очень важно для оптимизации 
жесткостных и прочностных характеристик 
передачи.  

С учетом прогиба оси сателлита нагрузка на 
нее со стороны подшипника может быть пред-
ставлена уравнением (рис. 2) 

 
Рис. 1. Однорядная планетарная передача типа 2К-Н 

с консольными осями сателлитов 
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тогда изгибающий момент в произвольном се-
чении 
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а обусловленный ими прогиб оси в средней ча-
сти площадки контакта с кольцом подшипника 
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где P — прикладываемая нагрузка; l — длина 
консоли оси; x — координата оси; I — осевой 
момент инерции сечения; F — площадь попе-
речного сечения оси; E, G — модули упругости 
1-го и 2-го рода соответственно; M(z) — изги-
бающий момент оси; d — диаметр оси сателли-
та;  / ;l l d  q — средняя погонная нагрузка,  
q = P/l. 

Уравнение деформированной оси в зоне со-
пряжения ее со щекой водила имеет следующий 
вид: 
     11 11( )/ ( ) ( )/( ) 1,11 ( )/( ).z C y z M z IE z FG   (1) 
Здесь C — контактная жесткость сопряжения, 
 /1,2C E  [7, 8],  

      
0

( ) ( )( ) ;
z

M z z d  

 — координата оси. 
Продифференцировав дважды уравне-

ние (1), получим  
      1 11( ) 1,11 ( )/( ) ( )/( ) 0.V z C z FG C z IE   (2) 

Решение уравнения (2) имеет вид 
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Для определения постоянных интегрирова-
ния 1 4C C  используем следующие граничные 
условия и уравнения статики:  

    
0

( )
b

z dz P  

      2 2 2 cos( );na nb na Wb WanbF F F F  
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     11( )/ 0,5 /( ) 1,11 ( )/( ).z C Pl IE z FG   
Здесь ,nb naF F  — нормальные силы в зацеплени-
ях сателлита с неподвижным колесом b и сол-
нечной шестерней a, соответственно;  ,Wb  
Wa  — углы зацеплений колес. 

Зависимость относительной погонной на-
грузки  ( ) ( )/W z z q  от  /z z b  по толщине 
щеки водила при  / 1l l d  и различных зна-
чениях  /b b d  представлена на рис. 3.  

Перемещение оси в зоне установки подшип-
ника, обусловленное податливостью сопряже-
ния ось — щека водила, выраженное через 
среднюю погонную нагрузку, описывается вы-
ражением вида 
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Рис. 2. Схема нагружения оси сателлита  

и щеки водила 
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Суммарное окружное перемещение сателли-
та, учитывающее деформацию сопрягаемых де-
талей, включая деформацию оси и внутреннего 
кольца подшипника в зоне их контакта кy  

к max( / ),y q C   
    0 к .Hy y y y  

Величину перемещения сателлита y важно 
знать для установления закона распределения 
нагрузки в зацеплениях колес и расчета переда-
чи на жесткость. 

Показатели НДС элементов передачи 

Толщина 
щеки  

водила, 
мм 

Максимальное 
напряжение 

у поверхности 
щеки водила, 

МПа 

Окружное 
перемещение 

сателлита, 
мкм 

Перемещение 
сателлита,  

рассчитанное 
аналитически, 

мкм 

0,6d = 12 704 130 136 

d = 20 412 73 66 

1,5d = 30 308 55 50 

2d = 40 264 50 47 
 
Для оценки точности аналитического метода 

расчета исследовано НДС оси и щеки водила с 
помощью конечно-элементного анализа в среде 
Solid Works [9, 10] (рис. 4). При анализе все 
геометрические параметры оставались неиз-
менными, за исключением толщины щеки. 
Прикладываемая нагрузка к сателлиту и его оси 
P = 10 000 Н, ширина внутреннего кольца под-
шипника принималась равной диаметру оси 
сателлита. Результаты исследования представ-
лены в таблице. 

Из анализа выполненных приведенным ме-
тодом расчетов следует, что смещение сател-
лита, вызванное деформацией сопрягаемых 
деталей в месте заделки оси в щеку водила, 
превышает смещение, обусловленное про-
гибом собственно оси. Это следует учитывать 
при проектировании планетарных механизмов, 
в частности, при определении коэффициентов 
неравномерности распределения нагрузки по 
потокам мощности.  

При ограниченном радиальном размере ме-
ханического привода нередко используется 
многорядная планетарная передача [11]. В этом 
случае каждый ее сателлит целесообразно вы-

 
Рис. 3. Зависимость относительной погонной 

нагрузки  ( ) ( )W z z q  от  /z z b  и относительной 
толщины щеки водила  /b b d  при  / 1 :l l d  

 1 —  2;b  2 — 1,5;b  3 — 1;b  4 —  0,6b  

 
Рис. 4. Компьютерная модель распределения  

напряжений у поверхности щеки водила 

 

Рис. 5. Планетарная передача типа 2K-H  
с трехрядным расположением сателлитов  

и консольными их осями 
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полнить состоящим из нескольких самоуста-
навливающихся колес, расположенных на кон-
сольных осях (рис. 5). Тогда податливость осей 
будет способствовать выравниванию нагрузки 
между рядами сателлитов. Такое конструктив-
ное исполнение передачи наиболее оправданно 
при большом отношении ширины солнечной 
шестерни к ее диаметру и, следовательно, 
большом угле кручения, приводящем к нерав-
номерному распределению нагрузки в зацепле-
ниях колес.  

Представленные зависимости позволяют 
определить податливость оси сателлита плане-
тарной передачи и сопрягаемой с ней щеки во-
дила, осуществить расчет этих деталей на проч-
ность и жесткость, использовать полученные 
результаты расчетов при проектировании ра-
циональных конструкций планетарных меха-
низмов. 

Выводы 

1. Деформация сопряжения ось сателлита — 
щека водила планетарной передачи оказывает 
большое влияние на суммарную податливость 
оси (суммарная податливость оси в разы боль-
ше податливости консольной ее части). 

2. Распределение нагрузки по ширине щеки 
водила в зоне ее сопряжения с осью сателлита 
планетарной передачи носит нелинейный ха-
рактер; близость к линейному характеру рас-
пределения нагрузки наблюдается при отноше-
нии ширины щеки водила к диаметру оси 1.b  

3. Аналитический метод определения сум-
марной податливости оси сателлита, основан-
ный на решении дифференциального уравне-
ния, учитывающего контактную жесткость со-
пряжения ось сателлита — щека водила, 
обеспечивает высокую степень точности расче-
та (погрешность не превышает 11 %). 
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