
22 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #4 [673] 2016 

УДК 532, 519.6; 534-18 DOI 10.18698/0536-1044-2016-4-22-30 

К расчету машущего гибкого профиля  
в потоке вязкой несжимаемой жидкости* 

Я.А. Дынников 
МГУ им. М.В. Ломоносова, 119192, Москва, Мичуринский просп., д. 1  

On the Calculation of a Flapping Flexible Airfoil  
in the Flow of Viscous Incompressible Fluid 

Y.A. Dynnikov 
Lomonosov Moscow State University, 119192, Moscow, Russian Federation, Michurinskiy Ave., Bldg. 1 

e-mail: yaroslav.dynnikov@gmail.com 

 
Исследование движения деформируемых тел в потоке жидкости является актуальной 
задачей инженерных наук и биомеханики. При сопряженной постановке задачи мо-
делирование таких процессов затруднено. В этом случае на каждом временном шаге 
уравнения гидродинамики должны решаться с учетом движения тела, которое де-
формируется и перемещается под действием гидродинамических сил, зависящих от 
движения тела. Одним из способов решения сопряженных задач является метод рас-
щепления, когда уравнения гидродинамики и динамики решают отдельно последова-
тельными итерациями. Однако такой подход не всегда позволяет получить решение. 
В частности, при значительном отличии временны́х масштабов процессов гидроди-
намики жидкости и динамики тела метод расщепления может потребовать выбора 
недостижимо малого шага по времени. В связи с этим предложено использовать бес-
сеточный численный метод, позволяющий устранить указанные проблемы за счет 
объединения уравнений гидродинамики, определяющих поток завихренности с по-
верхности тела в вязкой жидкости, и уравнений динамики твердого тела в единую си-
стему линейных уравнений. При этом все неизвестные величины, включая параметры 
движения тела, вычисляются за один временной шаг без расщепления на гидродина-
мическую и динамическую составляющие задачи. Приведены примеры численного 
решения задачи о колебаниях жесткого и гибкого крылового профиля в потоке вяз-
кой жидкости. Гибкость профиля моделировалась шарнирно-упругим сочленением 
нескольких недеформируемых звеньев. Проведено сравнение результатов численных 
решений и известных экспериментов. Установлено, что гибкость профиля может ока-
зывать существенное влияние на течение в следе и результирующую пропульсивную 
силу машущего крыла. 
Ключевые слова: вязкая несжимаемая жидкость, машущий крыловой профиль, гид-
родинамика, численное моделирование, сопряженная задача, метод вязких вихревых 
доменов. 

The study of motion of deformable bodies in a liquid flow is a topical task in engineering 
and biomechanics. Modelling of these problems as a two-way coupled interaction is 
problematic. In this case, at each time step, the hydrodynamic equations must be solved 
taking into account the motion of the body, which deforms and moves under the action of 
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the hydrodynamic forces that depend on the motion of the body. One way to solve these 
problems is to use the splitting method when the equations of hydrodynamics and dynamics 
are solved separately by successive iterations. However, this approach does not always lead to a 
solution. In particular, when there is a significant difference in timescales of fluid 
hydrodynamic and body dynamics, the splitting method requires an unattainably small time 
step. In this paper, the meshless numerical method eliminating these problems is applied. The 
method allows combining the equations of flow vorticity from the surface of the body in the 
viscous fluid, and the equations of solid body dynamics into an integrated system of linear 
equations. This way all the unknowns including the body motion parameters are calculated 
over one time step, without splitting them into the hydrodynamic and the dynamic 
components. The examples of numerical solutions to the problems of rigid and flexible airfoils 
flapping in a viscous fluid flow are presented. The airfoil flexibility is modelled by flexible 
coupling of several non-deformable sections. The numerical solutions are compared with the 
experimental results. It is shown that the flexibility of the airfoil can have a significant 
influence on the flow and the resulting propulsive force of the flapping airfoil. 
Keywords: viscous incompressible fluid, flapping airfoil, hydrodynamics, numerical simula-
tion, flow-structure interaction, method of viscous vortex do-mains. 

Исследование течений, создаваемых машущим 
крылом с учетом его эластичности, является ак-
туальной и сложной проблемой современной 
аэрогидродинамики. Об этом свидетельствует 
большое количество экспериментальных и тео-
ретических работ, в которых для ее решения ис-
пользуются разнообразные упрощения. Наибо-
лее распространенным упрощением является 
рассмотрение двумерных моделей при экспери-
ментальных [1, 2] и расчетных [3–5] исследова-
ниях. Однако и в такой постановке задача слож-
на, так как требует одновременного решения 
уравнений движения жидкости и динамики 
упругого тела, т. е. является сопряженной. Для ее 
решения обычно применяют метод расщепления 
по физическим процессам, когда поочередно 
решают уравнения гидродинамики при извест-
ной скорости поверхности тела и уравнения ди-
намики при известных по времени предыдущего 
шага гидродинамических силах [6]. При этом 
для решения гидродинамических уравнений и 
уравнений движения упругого тела часто ис-
пользуют отдельные решатели, которые обмени-
ваются данными на каждом шаге, что приводит 
к большим затратам времени расчета [7]. 

Метод решения сопряженных задач, разра-
ботанный в работе [8], не требует расщепления 
временного шага на гидродинамическую и ди-
намическую части. Он основан на бессеточном 
вихревом методе вязких вихревых доменов 
(ВВД) и позволяет составить единую систему 
линейных уравнений, решение которой дает 
одновременно значения скоростей тел и пото-
ков завихренности с поверхностей движущихся 
тел, что корректно определяет согласованное 

движение тел и жидкости с заданными гранич-
ными условиями. Метод ВВД был успешно 
применен для моделирования авторотации 
пластин и оперенных цилиндров в потоке жид-
кости [9], для расчета движения систем маят-
ников в вязкой жидкости [10], самодвижения 
квазибиологических объектов [11]. В перечис-
ленных задачах обтекаемые тела считались ли-
бо твердыми, либо их форма изменялась по за-
данному закону. 

В данной работе метод обобщен на случай 
обтекания конечно-звенного профиля, состоя-
щего из упругосвязанных секций, имеющих 
скользящие относительно друг друга участки 
общих границ, имитирующих гибкость тела. 

Цель работы — валидация метода при реше-
нии сопряженных задач, а также верификация 
программного обеспечения для проведения 
вычислительного эксперимента. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим обтекание 
симметричного крылового профиля, соверша-
ющего угловые колебания в неограниченном 
потоке вязкой несжимаемой жидкости. 
В нейтральном положении хорда профиля 
направлена вдоль постоянного набегающего 
потока. Колебания симметричны относительно 
этого направления. 

Течение жидкости описывается уравнения-
ми Навье — Стокса: 

               
 

2 1 ; 0,p
t
V V V V V  (1) 

где V  — скорость жидкости; p  — давление; 
  — плотность;  — кинематическая вязкость. 
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На поверхности профиля ставится условие 
прилипания, на бесконечности — отсутствие 
возмущений. 

Контур базовой конфигурации профиля об-
разован дугой окружности и двумя касатель-
ными к ней (рис. 1). Такая форма выбрана с це-
лью сравнения с результатами экспериментов, 
где исследовалось обтекание такого же профи-
ля, изготовленного из жесткого [1] и гибкого 
[2] материалов. Профиль имеет шарнирное со-
единение с неподвижной осью R0, проходящей 
через центр кривизны его передней кромки 
(R0 — векторная координата). 

Безразмерными параметрами задачи явля-
ются скорость набегающего потока U, число 
Рейнольдса  Re /DU  (D — толщина профиля 
(диаметр передней кромки)) и отношение 
плотностей тела *  и жидкости :     * / .  

Для имитации гибкости профиля использу-
ем модель, состоящую из трех недеформируе-
мых звеньев, соединенных между собой упру-
гими шарнирами (рис. 2). Первое звено связано 
с воображаемой державкой, совершающей 
вращательные колебания по гармоническому 
закону    sin( (2 ,) )t ft  где θ,  f — амплитуда и 
частота колебаний соответственно. Движение 
всех секций обусловлено действием гидроди-
намических сил и сил упругих связей. Моменты 
сил упругих связей пропорциональны разности 
углов I ,  II ,  III  (см. рис. 2) с безраз-
мерными коэффициентами жесткости I ,k  II ,k  

IIIk  (коэффициенты обезразмерены на величи-
ну  2 2 ).D U  В нейтральном состоянии форма 
трехзвенного профиля такая же, как на рис. 1. 
При этом третье звено, геометрически подоб-

ное базовому профилю с коэффициентом по-
добия 1/4, вместе со вторым звеном в 
нейтральном положении образует фигуру, по-
добную базовому профилю с коэффициентом 
подобия 1/2. 

Силы и моменты, действующие на каждое из 
звеньев, складываются из гидродинамических 
сил HF  и моментов ,HM  а также сил и момен-
тов упругих связей hF  и .hM  Предполагается, 
что трение в шарнирах отсутствует, а момент 
упругой связи прямо пропорционален откло-
нению звена от положения равновесия. По-
скольку каждое звено является жестким телом, 
его движение характеризуется поступательной 
скоростью оси u  и угловой скоростью .  При 
этом произвольная точка r  n-го контура дви-
жется со скоростью 

      ( )( ) ( ) ( )
0( ) ,nn n nV r u r r  

где ( )nu  и ( )n  — соответственно поступатель-
ная и вращательная скорости; ( )

0
nr  — ось вра-

щения n-го контура. 
Уравнения, определяющие изменение вели-

чин ( )nu  и ( ) ,n  следуют из законов сохранения 
импульса и момента: 
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где еz — единичный вектор, перпендикулярный 
плоскости течения; ( )n

mr  и ( )n
mu  — координаты и 

скорость движения центра тяжести n-го звена 
соответственно. 

Аналогичная система уравнений может быть 
записана для произвольного количества звень-
ев. При этом структура промежуточных звеньев 
будет аналогична структуре уравнений второго 
звена, а у крайних — такая же, как у первого и 
третьего соответственно. 

Неизвестные силы ,II ,hF  ,IIIhF  определяются 
уравнениями связей, а именно совпадением 
осей ( )

0
nr второго и третьего звена с соответ-

 
Рис. 1. Форма профиля 

 
Рис. 2. Трехзвенная модель гибкого профиля 
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ствующими точками ( )
*

nr  на первом и втором 
звеньях: 

 
 
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Метод решения. Для моделирования течения 
используем метод ВВД [8, 12]. Область течения 
с существенно ненулевой завихренностью 
представляется набором дискретных областей 
конечного размера — доменами. Циркуляция 
каждого домена —    ,i is  где is  — его пло-
щадь,   .V  Каждый такой домен можно 
рассматривать как частицу, движущуюся со 
скоростью   du V V , где dV  — так называемая 
диффузионная скорость,  


 

 
1 .dV


 

Циркуляция домена при этом остается посто-
янной. 

Метод ВВД во многом похож на метод диф-
фузионной скорости Огами и Акаматсу [13], но 
существенно отличается от него способом вы-
числения диффузионной скорости при дис-
кретном представлении вихревого поля. Фор-
мулы, применяемые в методе ВВД, позволяют 
более точно описывать движение доменов, осо-
бенно вблизи поверхности, что имеет важное 
значение для вычисления напряжения трения и 
формирования областей отрыва погранслоя. В 
программном комплексе ПОЛЯРА [14] метод 
ВВД был реализован с применением новой мо-
дификации обеспечения граничных условий 
прилипания на теле. 

Контур тела аппроксимируется много-
угольником с заданными вершинами, в кото-
рых образуются вихревые частицы на каждом 
шаге по времени. Циркуляции новых доменов 
 ( )new

k  определяются из граничных условий, 
для чего составляется система линейных урав-
нений, количество которых равно количеству 
неизвестных значений циркуляций .kN  В эти 
уравнения также линейно входят значения 
скоростей поверхностей. При решении сопря-
женной задачи эти скорости являются неиз-
вестными, их необходимо вычислять на каж-
дом шаге по времени. С этой целью уравнения, 
выражающие граничные условия, дополняют-

ся уравнениями (2). Принципиально важной 
особенностью используемого метода является 
то, что гидродинамические силы и моменты 
линейно выражаются через неизвестные вели-
чины  ( )new

k  и ускорения тел. Так, сила давле-
ния и момент между двумя точками контура А 
и В с координатами Ar  и Br  соответственно 
могут быть записаны в виде 
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где p — давление; n — единичная нормаль, 
направленная внутрь контура. 

Выражая производную давления вдоль кон-
тура из уравнений Навье — Стокса и учитывая, 
что при условии прилипания полная произ-
водная скорости жидкости совпадает с ускоре-
нием поверхности  ,cV  получим 

           


 .l l c d
p p
l

e e V n V  

В дискретном выражении величина 
   dn V  есть поток завихренности с поверх-

ности и равняется   ( ) /( ).new
k l t  Таким обра-

зом, интегралы, содержащие  /p l  могут ап-
проксимироваться суммами, содержащими 
 ( ) .new

k  Разность давлений между точками A и B 
аналогичным образом выражается через  ( ) ,new

k  
так как  

 
 .

B

B A
A

pp p dl
l

 

Все это приводит к замкнутой системе ли-
нейных уравнений относительно неизвестных 
величин  ( ) ,new

k  ( ) ,nu  ( ) ,n  а также сил и мо-
ментов, что дает возможность решать сопря-
женную задачу динамики и гидродинамики 
безытерационным способом, в том числе нахо-
дить скорости движения всех тел, на поверхно-
стях которых выполняются граничные условия 
прилипания жидкости. 
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В соответствии с представленным подходом 
был разработан комплекс вычислительных ко-
дов «Взмах-2D» для решения класса задач о вза-
имодействии многозвенного машущего крыло-
вого профиля с неограниченным потоком вяз-
кой несжимаемой жидкости. В нем можно 
произвольно менять количество звеньев профи-
ля и параметры шарнирных связей между ними. 
Ниже приведены результаты численного реше-
ния некоторых задач о машущем профиле, име-
ющих экспериментальные аналоги. Характерное 
количество отрезков, на которые разбивается 
профиль, и с которых на каждом шаге по време-
ни в область течения жидкости сходит один 
вихревой домен, в среднем составляло 450. 

 
Обтекание машущего жесткого профиля. Для 
сравнения с экспериментальными результатами 
[1] были выполнены расчеты для однозвенного 
жесткого профиля, совершающего детермини-
рованные гармонические колебания. В этом 

случае задача не является сопряженной, и для 
ее решения используется система уравнений, 
выражающая только граничные условия при-
липания. Значения безразмерных парамет-
ров — числа Рейнольдса  Re / ,DU  числа 
Струхаля St /fD U  ( f  — частота колебаний), 
амплитуды колебаний  /DA A D  были такими 
же, как и в экспериментах. 

В работе [1] установлено, что в зависимости 
от интенсивности (амплитуды и частоты) коле-
баний наблюдаются четыре различных типа 
вихревых следов за машущим профилем. Так, 
при малой частоте и амплитуде за профилем 
формируется обычная дорожка Кармана, а 
именно два ряда разноименных вихрей, между 
которыми средняя продольная скорость мень-
ше, чем в набегающем потоке. При увеличении 
частоты и/или амплитуды ряды сближаются, 
выстраиваясь вдоль одной линии. Далее ряды 
меняются местами, образуя реверсивную до-
рожку. Средняя скорость на оси такой дорожки 

 
Рис. 3. Сравнение результатов расчетов методом ВВД (слева) и экспериментов [1] (справа) при St 0,2,  

Re 255  и различных значениях амплитуды колебаний: 
а —  0,36DA  (дорожка Кармана); б —  0,71DA  (линейная дорожка); в — 1,07DA  (реверсивная дорожка);  

г —  2,8DA  (асимметричный след) 



#4 [673] 2016 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 27 

больше, чем в набегающем потоке, что создает 
пропульсивную силу (тягу), действующую на 
профиль. При дальнейшем увеличении частоты 
и/или амплитуды след за профилем становится 
несимметричным, хотя колебания по-прежнему 
симметричны. 

Все перечисленные режимы удалось воспро-
извести в численных расчетах описанным выше 
методом. На рис. 3 слева приведены результаты 
расчетов при St 0,2,  Re 255  и различных 
значениях амплитуды колебаний. Белые точки 
показывают положение вихревых доменов с 
положительной циркуляцией (против часовой 
стрелки), черные — с отрицательной циркуля-
цией. Справа для тех же параметров показаны 
результаты визуализации экспериментов [1], 
полученные с помощью PIV технологии. Белые 
и черные области соответствуют положитель-
ной и отрицательной завихренности. 

 
Обтекание гибкого упругого профиля. При 
проведении экспериментов [2] по обтеканию 
эластичного профиля было замечено, что гиб-

кость препятствует нарушению симметрии сле-
да, возникающему в опытах с жестким профи-
лем. Асимметричные следы в этом случае не 
наблюдались. При этом область значений числа 
Струхаля в экспериментах не превышала 

St 0,45.  Расчеты, выполненные методом ВВД 
для трехзвенного профиля, показали, что об-
ласть частот и амплитуд, в которой след сим-
метричен, расширяется по сравнению со случа-
ем жесткого профиля, однако при достаточно 
больших значениях частоты и/или амплитуды 
симметрия все равно нарушается. Возможно, 
это связано с недостаточной гибкостью рас-
смотренной в расчете модели. 

Представляет интерес сравнение пропуль-
сивной силы и ее отношения к затраченной 
мощности в случаях жесткого и гибкого про-
филей. С этой целью были проведены расчеты 
однозвенного профиля с упругим шарниром в 
точке 0R  (см. рис. 1) и трехзвенного профиля с 
тремя упругими шарнирами (см. рис. 2). В обо-
их случаях державка шарнира в точке 0R  со-
вершает вынужденные колебания по закону 

 
Рис. 4. Зависимость пропульсивной силы (тяги) *F  от числа Струхаля St для жесткого однозвенного (1, 2)  

и гибкого трехзвенного (3, 4) профилей: 
1, 3 —  1;  2, 4 —   3  

 
Рис. 5. Зависимость коэффициента полезного действия  от числа Струхаля St для однозвенного (1, 2)  

и трехзвенного (3, 4) профилей: 
1, 3 — 1;   2, 4 — 3   
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   0 sin(2 ),ft  а все секции профиля двигают-
ся под действием гидродинамических сил и 
моментов, создаваемых упругими шарнирами. 
Коэффициенты жесткости были выбраны рав-
ными I 800,k  II 200,k  III 50.k  

На рис. 4 приведены расчетные зависимости 
осредненной по времени погонной пропуль-
сивной силы (тяги) * ,F  обезразмеренной на 
 2 2 ,D U  от числа Струхаля St при Re 250,   = 
= 7,  1  и 3. Во всех случаях при St 0,5  
наблюдается локальный максимум тяги, при 
этом тяга гибкого профиля вновь начинает уве-
личиваться при St 0,9,  в то время как в случае 
жесткого профиля она стремится к нулю. 

На рис. 5 приведены зависимости коэффи-
циента полезного действия (КПД)   * /F U W  

 (1) (1)( hW M  — мощность, прикладываемая в 
первом шарнире) от числа Струхаля. Из рис. 5 
видно, что КПД гибкого профиля больше, чем у 
жесткого, причем при St 0,3  величина   
остается приблизительно на неизменном 
уровне, а у жесткого профиля КПД резко падает 
с увеличением St. 

Выводы 
1. Разработан способ безытерационного 

решения сопряженной задачи движения мно-
гозвенных тел с упругими связями в вязкой 
несжимаемой жидкости на основе бессеточно-
го численного метода ВВД. Важным элемен-
том разработки является раздельное опреде-

ление гидродинамических нагрузок на тела со 
скользящими друг относительно друга общи-
ми участками поверхностей. Это позволило 
без существенных изменений использовать 
программные модули, созданные для расчета 
изолированных тел, при расчете моделей гиб-
ких многозвенных конструкций с упругими 
связями. 

2. Создан экспериментальный программный 
комплекс «Взмах-2D» для решения класса задач 
о взаимодействии многозвенного машущего 
крылового профиля с неограниченным пото-
ком вязкой несжимаемой жидкости. 

Выполнены тестовые расчеты обтекания 
машущих жестких и гибких многозвенных 
крыловых профилей в потоке вязкой несжима-
емой жидкости. 

3. Воспроизведены наблюдаемые в экспери-
ментах эффекты перестройки следа в потоке 
жидкости при изменении амплитудно-частот-
ных характеристик колебаний жестких одно-
звенных и гибких многозвенных профилей, со-
единенных упругими шарнирами. 

4. Показано, что гибкость профиля может 
оказывать существенное влияние на течение 
жидкости и гидродинамические силы, действу-
ющие на профиль, в частности, увеличивает 
тягу на режимах существования пропульсивной 
силы, а также увеличивает коэффициент по-
лезного действия соответствующего пропуль-
сивного движителя. 
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