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Предложены алгоритмы аналитического расчета поверхностей, получаемых на стан-
ках различных типов. Разработанные методы моделирования следа обработки позво-
ляют учитывать геометрические погрешности станка и инструмента. Рассмотрены 
особенности моделирования следа лезвийной и абразивной обработки. Представлены 
зависимости, которые могут стать основой статических и динамических расчетов си-
стемы станок–приспособление–инструмент–деталь. Приведены выражения для рас-
чета радиусов-векторов режущих кромок различных видов инструмента, алгоритм 
для вычленения самопересечений при фрезерной обработке, алгоритмы нахождения 
поверхностей, являющихся следами лезвийной и абразивной обработки. Полученные 
выражения применимы для станков с последовательной кинематикой и непримени-
мы для станков с параллельной кинематикой. Их можно использовать для определе-
ния баланса точности станка, выявления факторов, влияющих на точность, введения 
коррекции в станке с ЧПУ, структурного анализа и синтеза металлорежущих станков. 
Для расчета использован математический аппарат, заимствованный из расчета кине-
матики многоосевых манипуляторов, в котором положения органов и их перемеще-
ния описываются в пространстве однородных координат. 
Ключевые слова: след обработки, погрешность станка с ЧПУ, станок с ЧПУ, точность 
станка с ЧПУ, точность обработки, лезвийная обработка, абразивная обработка. 

Algorithms for analytic calculations of the surfaces machined by various machine-tools 
are described in this article. Using the proposed tool mark modeling methods, it is 
possible to take into account geometrical accuracy of the machine and the tools.  The 
authors consider specific features of modeling tool marks that occur in cutting and 
abrasive machining, and propose the equations that can constitute the basis for static and 
dynamic calculations of the machine-attachment-tool-workpiece system. The expressions 
for calculating radius vectors of cutting edges of various tools, an algorithm for isolating 
self-intersections when milling, and algorithms for identifying surfaces that show cutting 
and abrasive tool marks are presented in the article.  The expressions obtained are 
applicable to machines with serial kinematics, and are not applicable to machine with 
parallel kinematics. They can be used to determine the balance of the machine accuracy, 
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identify the factors affecting the accuracy, introduce correction in CNC machines, and 
perform structural analysis and synthesis of metal-cutting machines. The calculation is 
based on mathematical tools borrowed from the calculation of kinematics of multi-axis 
manipulators, where the position and movement of bodies are described by homogeneous 
coordinates. 
Keywords: tool mark, CNC-machine error, CNC-machine, CNC-machine accuracy, ma-
chining precision, cutting, abrasive machining. 

В промышленности существует тенденция все 
большего увеличения точности изделий [1], зна-
чительно зависящей от точности станков для 
чистовой и финишной обработки. Вследствие 
этого математический расчет погрешностей 
станка приобретает актуальность [2]. Современ-
ные ультрапрецизионные металлорежущие 
станки имеют точность позиционирования до 
0,02 мкм при рабочей зоне до 200 мм (UPM 
Frauhofer) [3, 4]. Однако они очень сложны в 
изготовлении и требуют особых условий экс-
плуатации. Вследствие этого наблюдается тен-
денция повышения точности обычных стан-
ков — «рабочих лошадок» современных заво-
дов. Для достижения этой цели можно 
использовать коррекцию погрешностей в си-
стемах ЧПУ. При этом для введения коррекции 
необходимо рассчитать ее значения. Существу-
ющие методы расчета погрешностей [5, 6] ос-
нованы на нахождении огибающей поверхно-
сти для всех положений инструмента. Такой 
расчет с достаточной точностью учитывает по-
грешности станка, однако не учитывает взаим-
ное влияние погрешностей станка и следа ин-
струмента как совокупности всех его положе-
ний в процессе работы. След инструмента, 
получаемый как множество положений всех его 
режущих точек, является фактической обрабо-
танной поверхностью, по характеристикам ко-
торой можно судить о погрешности станка [7]. 

Цель работы — описание (как части общего 
метода расчета) алгоритма нахождения уравне-
ний поверхностей, получаемых точением, фре-
зерованием различными видами фрез и обра-
боткой абразивным инструментом. В нем, в от-
личие от существующих методов расчета [5, 6, 
8], задачу построения обработанной поверхно-
сти решают путем нахождения самопересече-
ний траекторий точек инструмента, «отбрасы-
вания» лишних участков введением новой 
функции времени для каждой точки инстру-
мента и «склеивания» получившихся участков. 
Метод позволяет более точно рассчитывать ха-
рактеристики обработанных на станке поверх-
ностей. 

Станок с последовательной кинематикой 
можно рассматривать как комплекс из m неза-
висимых модулей, соединенных друг с другом 
[9]. Для расчета следа обработки их удобно рас-
положить в порядке следования от заготовки к 
инструменту. Геометрию каждого модуля мож-
но определить в его системе координат. При 
этом каждый модуль определяет положение и 
ориентацию системы координат следующего 
модуля [5]. 

Для задания геометрии станка будем ис-
пользовать радиусы-векторы в однородной си-
стеме координат, т. е. вида (x, y, z, 1), что позво-
лит записать все преобразования в матричной 
форме. 

Каждому модулю можно поставить в соот-
ветствие матрицу MСi, где i = 1, …, m — номер 
модуля, причем модулем 1 является приспособ-
ление, в котором закреплена заготовка, а моду-
лем n — приспособление, в котором закреплен 
инструмент. Матрица имеет вид 
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где i, i, i — единичные векторы, образующие 
систему координат следующего модуля; Oi — 
начало этой системы координат. 

Далее будем различать «подвижные» моду-
ли, которые участвуют в процессе формообра-
зования (приводы подач и главного движения) 
и «неподвижные» модули, которые не участву-
ют в этом процессе (станина, стол станка). 

Неподвижные модули во время работы 
станка могут деформироваться сложным обра-
зом [10], однако на след обработки будут вли-
ять только шесть параметров, которые опреде-
ляют положение и ориентацию следующего мо-
дуля. При этом в общем случае каждый из 
шести параметров будет зависеть от времени и 
отражать как геометрические погрешности мо-
дуля, так и процессы, происходящие в нем.  
К этим параметрам можно отнести перемещения 
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u, v, w вдоль соответствующих осей координат x, 
y, z модуля и углы , ,  поворота вокруг этих 
же осей. Поскольку углы , , , обусловленные 
погрешностями модуля и процессами, происхо-
дящими в нем, малы, матрицу неподвижного 
модуля можно представить в виде 
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где t — время обработки, мин; ( )Di tM  — мат-
рица, содержащая параметры погрешности. 

Параметры u, v, w, , ,   должны учитывать 
не только погрешности и процессы, происхо-
дящие в самом неподвижном модуле, но и де-
формации контактного слоя между ним и сле-
дующим модулем. 

Подвижные модули во время работы станка 
могут перемещать систему координат следую-
щих за ними модулей в соответствии с управ-
ляющей программой. Матрица такого модуля 
имеет вид 

  ( ) ( ) ( ) ,i Di Vi Cit t tM M M M   (1) 

где ( )Vi tM  — матрица, зависящая от типа по-
движного модуля. 

Для линейных координат матрица ( )Vi tM  
соответствует матрице параллельного переноса 
на расстояние st вдоль соответствующей оси 
(s — минутная подача), для круговых коорди-
нат — матрице поворота на угол sφt вокруг со-
ответствующей оси (sφ — минутная круговая 
подача), а для шпиндельного узла — матрице 
поворота вокруг оси z на угол 2nt (n — частота 
вращения шпинделя). 

Погрешности и деформации инструмента 
непосредственно влияют на обработанную по-
верхность и в общем случае не могут быть ап-
проксимированы шестью параметрами. Спо-
соб моделирования инструмента зависит от 
его типа. 

 
Лезвийный инструмент моделируется радиу-
сами-векторами re(p), описывающими геомет-
рию режущих кромок, где p — свободный па-
раметр [6, 11]. Если режущий инструмент 
(например, фреза) имеет ze одинаковых (одина-
ково изношенных) режущих кромок, то для со-
кращения вычислений целесообразно модели-

ровать одну кромку, увеличивая частоту вра-
щения шпинделя до zen. В качестве примера 
рассмотрим выражения для определения ради-
усов-векторов: 

• главной режущей кромки расточного резца 
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  p = 0…Le; 

• режущей кромки зуба цилиндрической 
фрезы (рис. 1, а) 
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  p = 0…Lс; 

• режущей кромки зуба конической фрезы 
(рис. 1, б) 
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Рис. 1. Режущие кромки цилиндрической (a),  

конической (б) и сферической (в) фрез 
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• режущей кромки зуба сферической фрезы 
(рис. 1, в) 
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  p = 0…d/2, 
где  — угол подъема режущей кромки; φ — 
главный угол в плане; Le — длина режущей 
кромки; d — диаметр цилиндрической, сфери-
ческой фрез (диаметр конца конической фре-
зы); pe — шаг винтовой линии; D — наиболь-
ший диаметр режущей части фрезы; Lc — длина 
режущей части. Выражение для определения 
радиуса-вектора вспомогательной режущей 
кромки расточного резца аналогично выраже-
нию для его главной режущей кромки. 

Переводя радиус-вектор ( )e pr  в систему ко-
ординат заготовки, получим след режущей 
кромки инструмента в пространстве 

 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).S m e et p t t t p t pr M M M r M r  (3) 

Обработанная поверхность состоит из 
участков этого следа. Для ее построения необ-
ходимо найти пересечение поверхности ( , )S t pr  
с самой собой и исключить из нее участки, где 
режущая кромка перемещается «в воздухе».  
В общем случае эта задача решается численно, 
однако для некоторых методов обработки ее 
можно решить аналитически [12, 13]. 

Рассмотрим процедуру удаления «лишних» 
участков следа при обработке плоскости боком 
однозубой цилиндрической фрезы. Предполо-
жим, что фреза диаметром d с шагом pe враща-
ется в шпинделе с частотой n и перемещается 
по координате y с подачей sy. Поскольку подача 
перпендикулярна оси фрезы в каждой плоско-
сти, перпендикулярной оси фрезы (оси z), уда-
ление материала происходит одной и той же 
точкой режущей кромки. 

Рассмотрим перемещение такой точки в 
плоскости z = 0. Точка на конце режущей кром-
ки описывает траекторию, называемую трохои-
дой. Ее уравнение имеет вид 
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Нахождение самопересечений трохоиды за-
труднительно [14], однако с учетом того что 
при фрезерной обработке подача на зуб sz = s/n 
на порядок меньше диаметра фрезы, траекто-
рию перемещения точки режущей кромки 
можно аппроксимировать рядом окружностей, 
отстоящих друг от друга на расстояние sz. Ор-
дината точки пересечения составит sz/2. Обо-
значим: θ — угол, который зуб фрезы проходит, 
срезая материал с заготовки. Тогда 

   2sin 2 .
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Время работы зуба в заготовке 
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Для удаления лишних участков следа обра-
ботки перейдем к шкале времени τ(t), пропус-
кающей ненужные участки: 

         
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0
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m
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где t0 = p/(pen) — поправка, учитывающая пово-
рот точки на режущей кромке фрезы при пере-
мещении вдоль ее оси. Поверхность после об-
работки можно определить по формуле 
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Таким образом, алгоритм построения следа 
обработки на станках с последовательной ки-
нематикой лезвийным инструментом включает 
в себя следующие шаги: 

• разделение станка на отдельные модули с 
определением геометрии каждого в его системе 
координат; 

• составление для каждого модуля матрицы, 
характеризующей его работу, погрешности и 
деформации во время работы станка по форму-
ле (1); 

• задание геометрии режущей кромки ин-
струмента радиусами-векторами re(p); 

• построение следа режущей кромки ин-
струмента относительно детали по формуле (3); 

• исключение из следа режущей кромки 
лишних участков введением дополнительной 
шкалы времени подобно выражению (4) или 
численно. 

 
Абразивный инструмент моделируется по-
верхностью, заданной радиусом-вектором 

( , ),t p qr  где p, q — свободные параметры. В ка-
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честве примера рассмотрим выражения для 
определения радиусов-векторов [14]: 

• цилиндрической поверхности шлифоваль-
ного круга (рис. 2, а) 
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r  p = 0…2, q = 0…B; 

• скругления на кромке шлифовального кру-
га (рис. 2, б) 
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p = 0…2, q = 0…/2, 
где D и B — диаметр и ширина шлифовального 
круга; r — радиус скругления. 

Поверхность детали после обработки может 
быть получена как огибающая семейства по-
верхностей r (p, q) с параметром t [5]: 
     21(( , ) ( ) ... (, ) ) ( )S m et tq t pt pr M M rM  

  ( .( )) ,t pt qM r  (5) 

Условие огибания, сокращающее количество 
свободных параметров поверхности до двух, 
можно представить в виде 

          
0.S S S

p q t
r r r   (6) 

Таким образом, алгоритм построения следа 
обработки на станках с последовательной ки-
нематикой абразивным инструментом включа-
ет в себя следующие шаги: 

• разделение станка на отдельные модули с 
определением геометрии каждого в его системе 
координат; 

• составление матрицы для каждого модуля, 
характеризующей его работу, погрешности и 
деформации во время работы станка по форму-
ле (1); 

• задание геометрии абразивной поверхно-
сти инструмента радиусом-вектором ( , );t p qr  

• построение обработанной поверхности по 
формуле (5) с исключением из нее одного пара-
метра согласно уравнению огибания (6). 

 
Пример расчета. Рассмотрим обработку конце-
вой фрезой торца детали на фрезерном трех-
координатном станке [15]. В таком станке будет 
четыре матрицы преобразований координат 
(по одной на каждую ось + вращение шпинде-
ля). Если в станке отсутствуют погрешности и 
ось вращения шпинделя направлена вдоль 
оси z, то итоговая матрица преобразования 
примет вид 
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где x, y, z — движения по соответствующим ко-
ординатам; f — угловая частота вращения, мин–1. 

Приняв, что торец находится в плоскости 
XOZ, запишем z = y = 0, при этом x будет зави-
сеть от времени t. 

Радиус-вектор режущей кромки определяет-
ся выражением (2). Приняв фрезу однозубой, 
получим радиус-вектор инструмента в системе 
координат станка: 
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Для расчета выбраны следующие параметры: 
диаметр фрезы — 5 мм; шаг канавки — 1 мм; 
частота вращения шпинделя — 50 000 мин–1; 
подача — 50 мм/мин. 

При отсутствии биения шпинделя след фре-
зы будет представлять собой поверхность, по-
лученную вытяжкой трохоиды (рис. 3, а). Для 
удобства масштаб поверхностей вдоль «гребеш-
ков» увеличен в 1 000 раз по сравнению с мас-
штабом остальных осей координат. 

 
Рис. 2. Режущие поверхности шлифовального круга: 

а — цилиндрическая; б — скругление на кромке 
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При наличии биения шпинделя матрица, ха-
рактеризующая положение инструмента, 
умножается справа на дополнительную матри-
цу Mf, определяемую следующим образом: 

 

 
 
    
  
 

1 0 sin 0
0 1 0 0

,
sin 0 1 0
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f

A t

A t
M  

где A — амплитуда биения (угловая амплитуда), 
рад;  = 2n/z — частота возмущающего воз-
действия (z — число зубьев фрезы). 

Результаты моделирования следа обработки 
при наличии биения шпинделя приведены на 
рис. 3, б. 

Выводы 
1. Предложена методика моделирования 

следа обработки, позволяющая осуществлять 
расчет погрешностей детали, учитывая погреш-
ности станка и инструмента. 

2. Используя данную методику расчета, 
можно вводить коррекцию в систему ЧПУ 
станка для уменьшения погрешности обраба-
тываемых деталей. 
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