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В настоящее время практически перед всеми производителями техники достаточно 
остро стоит задача улучшения виброакустических характеристик приводных зубча-
тых механизмов. В связи с этим важно уже на стадии проектирования оценить целе-
сообразность применения новых конструкторско-технологических решений зубчатых 
колес и выбор их параметров с точки зрения оптимизации динамических качеств 
привода. Это можно осуществить на основе сравнительной оценки качества динами-
ческих систем по данным анализа их собственных форм колебаний. Целесообразность 
такого подхода объясняется тем, что изначально отсутствуют данные о диссипатив-
ных характеристиках сопряжений, деталей и материалов упругих элементов. Предло-
жено при сопоставлении вариантов динамических схем использовать критерий 
виброактивности Нk, в выражение которого дополнительно введен коэффициент, ха-
рактеризующий отношение параметров ударных импульсов, возникающих в зацепле-
нии сопоставляемых систем. При этом форма возбуждающих импульсов в зубчатом 
зацеплении приводных зубчатых механизмов принята в виде полуволны синусоиды, 
отличающейся от общепризнанной в настоящее время прямоугольной формы. Рас-
смотрен пример, в котором критерий Нk применен для оценки эффективности кон-
структивных решений по снижению виброактивности зубчатой передачи путем ис-
пользования составного зубчатого колеса с упругим креплением и повышенной по-
датливостью зубчатого венца. В результате уточненных расчетов получено значение 
критерия виброактивности сопоставляемых динамических схем, которое лучше со-
гласуется с результатами экспериментальных исследований. 
Ключевые слова: зубчатая передача, собственные частоты, собственные формы колебаний, 
ударный импульс, критерий виброактивности, составное зубчатое колесо. 
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At present, practically all machine manufacturers face the problem of improving 
vibroacoustic characteristics of drive gear mechanisms. In this regard, it is important at the 
design stage to assess the feasibility of new design and technological solutions and the 
choice of gear parameters from the point of view of optimization of the dynamic 
characteristics of the drive. It can be achieved through a comparative quality assessment of 
dynamic systems based on the analysis of their normal modes. The rationale for this 
approach lies in the fact that initially there is no consistent data about dissipative 
characteristics of junctions, parts and materials of the elastic elements. When comparing 
various dynamic schemes, it is proposed to use the vibration activity criterion Hk. It is 
expressed using an additionally introduced coefficient that characterizes the relation of the 
parameters of the shock pulses occurring when the compared systems are engaged. The 
shape of the excitation pulses in the meshing of the drive gears is adopted in the form of 
half-sine waves, which differs from the generally accepted rectangular shape. The authors 
consider an example in which the Hk criterion is applied for evaluating the efficiency of 
design solutions to reduce vibration activity of gears by using a compound gear with elastic 
fastening and high compliance of the toothing. As a result of the refined calculations, the 
value of the vibration activity criterion of the compared dynamic schemes is obtained. This 
value is better correlated with the results of experimental studies. 
Keywords: gear, normal frequencies, normal modes, shock pulse, vibration activity criteri-
on, compound gear. 

Методы оценки выбора рациональных парамет-
ров приводных зубчатых механизмов по крите-
рию виброактивности зубчатых передач, осно-
ванные на анализе собственных форм колебаний 
динамических моделей сравниваемых вариантов 
конструкторских решений, достаточно глубоко 
рассмотрены в работах [1–3]. Данный подход 
также можно использовать при выборе рацио-
нальных физико-механических параметров по-
крытий зубьев (материал, толщина), применяе-
мых для улучшения динамического качества 
зубчатых передач [4], при фланкировании и дру-
гих конструкторско-технологических решениях. 

При этом предполагается, что известна об-
ласть G рабочего диапазона частот возбуждаю-
щих колебаний. Для применения критерия 
определяют собственные частоты двух исследу-
емых динамических систем приводных зубча-
тых механизмов i и j (например, исходных 
серийно выпускаемых зубчатых колес и колес 
усовершенствованных с целью снижения 
виброактивности). Далее находят и сравнивают 
суммы значений виброускорений, определяе-
мых по нормированным амплитудам собствен-
ных форм колебаний и собственным частотам 
из указанной области рабочего диапазона ча-
стот, по выражению [2] 
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массы mk, соответствующие собственным ча-
стотам i и j сопоставляемых систем. 

Каждой собственной частоте j соответству-
ет определенная собственная j-я форма колеба-
ний, т. е. определенные соотношения между 
амплитудными отклонениями масс системы 
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Критерий (1) позволяет проводить на стадии 
проектирования предварительный анализ и 
сравнение виброакустических свойств сложных 
механических систем без решения задач вы-
нужденных колебаний, требующих учета демп-
фирования во всем спектре рабочих частот [1, 
5]. Однако, как видно из выражения (1), такой 
метод не учитывает соотношения и взаимосвя-
зи амплитуд внешних возмущающих воздей-
ствий на динамическую систему в исследуемом 
рабочем диапазоне частот.  

Цель работы — развитие метода оценки 
уровня виброактивности сопоставляемых кон-
струкционных решений зубчатых передач на 
стадии проектирования путем учета в критерии 
виброактивности параметров ударных импуль-
сов, возникающих при пересопряжении зубьев. 
Влияние указанных возмущающих воздействий 
учитывается путем введения дополнительных 
коэффициентов, которые получают при расчете 
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параметров ударных импульсов, возникающих 
в зубчатом зацеплении. 

 
Критерий виброактивности зубчатых пере-
дач с учетом воздействия динамических 
ударных импульсов в зубчатом зацеплении. 
Динамическое воздействие на приводной зуб-
чатый механизм можно представить в виде 
периодически повторяющихся ударных им-
пульсов (далее под ударным импульсом будем 
понимать закон изменения ударной силы во 
времени) [2] с зубцовой частотой fz = nz/60, c–1 
(n — частота вращения зубчатого колеса, мин–1;  
z — число зубьев). Эти импульсы обусловлены 
кромочными или срединными ударами в зуб-
чатом зацеплении. 

В работах [2, 6] форма ударного импульса 
динамического взаимодействия зубьев в пер-
вом приближении принята прямоугольной. 
Амплитуда такого импульса 
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где m — приведенная к основной окружности 
масса зацепляющихся колес; v0 — скорость 
кромочного удара, сообщаемая колесу при кон-
такте зубьев в нерасчетной точке; Т — длитель-
ность импульса. 

При этом предполагается, что отношение 
длительности импульса Т к периоду зубцовой 
частоты Тz не превосходит Т/Тz = 0,1. 

Теоретические и экспериментальные иссле-
дования показали, что периодические ударные 
импульсы описываются полуволной синусои-
ды длительностью Т с максимальным (ампли-
тудным) значением Fmax [7]. Установлено, что в 
случае прямоугольной формы импульса мак-
симальное значение ударной силы и время 
удара определяются со значительной погреш-
ностью. 

Амплитуды вынужденных колебаний эле-
ментов механизма на зубцовых и кратных им 
частотах в области собственных частот значи-

тельно выше амплитуд на других частотах и 
взаимосвязаны между собой. Это обстоятель-
ство учитывается при расчете суммы вибро-
ускорений зубчатого колеса механизма путем 
введения весовых коэффициентов i,j  при нор-
мированных амплитудах собственных форм 
колебаний [2]. 

Эти коэффициенты находят посредством 
разложения в ряд Фурье действующих в зубча-
той передаче ударных импульсов с периодом Tz 
(рис. 1), определяемым по формуле 
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Для упрощения расчетов начало координат 
следует поместить в точку максимума импульса 
(см. рис. 1). 

В этом случае форма ударного импульса вы-
ражается косинусоидальной функцией 
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Тогда ряд Фурье имеет вид 
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где k — гармоники, частоты которых кратны 
основной частоте pz = 2/Tz, k = kpz (k — номе-
ра гармоник, составляющие натуральный ряд 
чисел, k = 2, 3, 4, …). 

Коэффициент ряда Фурье kF  определяется 
выражением 

 

max

max max



  



 
           


/2

/2

2 2

2 cos cos

coscos4 42 .
21 1

z

z

T

k k
z T

k

z

z zk

z

F F t t dt
T T

k TT
T T TF F
T TT kT

T  
Весовые коэффициенты i,j для нормиро-

ванных амплитуд собственных форм колебаний 
находят из соотношения 
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При этом номера гармоник определяют как 
ближайшие целые числа отношений собствен-
ных частот динамических моделей сравнивае-

 
Рис. 1. Периодические ударные импульсы 
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мых вариантов зубчатых передач к основной 
частоте: 
  ki,j = i,j/pz.  (4) 

При сопоставлении вариантов динамиче-
ских схем в формулу (1) расчета Нk следует до-
полнительно ввести коэффициент, который 
характеризует отношение амплитудных значе-
ний ударных импульсов, возникающих в зацеп-
лении сопоставляемых систем — усовершен-
ствованной Ау и исходной Аи: Ау/Аи. 

С учетом указанных дополнений форму-
ла (1) для определения динамического крите-
рия виброактивности сопоставляемых динами-
ческих систем примет вид 
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Оценка эффективности конструктивных ре-
шений по снижению виброактивности, ос-
нованная на анализе собственных форм ко-
лебаний, на примере зубчатых передач с со-
ставными зубчатыми колесами. В качестве 
ведомого зубчатого колеса используем состав-
ную конструкцию с упругим креплением и по-
вышенной податливостью зубчатого венца [2]. 
Параметры зубчатой передачи: модуль m = 
= 6,5 мм; числа зубьев шестерни zш = 13 и ве-
домого колеса zк = 69; коэффициенты смеще-
ния исходного контура шестерни хш = 0,3077  
и колеса хк = 0; ширина зубчатого венца bw = 
= 0,44 м. 

Расчет критерия виброактивности проведем 
путем сравнения виброускорений на ступице 
составного колеса (для зубчатой передачи с со-
ставным зубчатым колесом) и на цельном зуб-
чатом колесе (для зубчатой передачи с цельны-
ми колесами). Динамические схемы указанных 
зубчатых передач приведены на рис. 2. 

Параметры элементов рассматриваемых ди-
намических схем: массы зубчатой пары с цель-
ными колесами — шестерни mш = 5,89 кг и ко-
леса mк = 27 кг; массы зубчатой пары с состав-
ным колесом — шестерни mш = 5,89 кг, обода 
mо = 12 кг и ступицы составного колеса mс = 
= 15 кг; жесткости — зубчатого сопряжения 
Сз = 7,416∙108 Н/м, вала шестерни Св.п1 = 
= 4,2∙108 Н/м, вала колеса Св.п2 = 3,35∙108 Н/м, 
упругого соединения обода и ступицы состав-
ного колеса Су.с = 1,962∙108 Н/м; основная часто-
та pz = 244,5 с–1; период зубцовой частоты 

Tz = 2,57∙10–2 с; угловая скорость ведомого коле-
са 2 = 3,54 с–1. 

Параметры ударного импульса взаимодей-
ствующих зубчатых профилей определяют из 
зависимостей, приведенных в работах [8, 9]. 

Амплитудное значение Fmax находят из 
трансцендентного уравнения 
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где   — константа материала зубчатых колес, 
  24(1 )/E  (μ — коэффициент Пуассона, 
Е — модуль упругости); 1 — радиус кривизны 
профиля ведущего зуба в теоретической точке 
начала зацепления; 2 — радиус кривизны ве-
домого зуба в вершине; mпр — приведенная 
масса зубчатой пары; v0 — скорость кромочно-
го удара [6]. 

В выражении (6) 

    0 2 2 ,v a  (7) 

где    0 0w t  — приведенная ошибка зубьев 
(w0 — сближение по нормали неударяющейся 
пары зубьев в момент времени, соответствую-
щей началу входа зуба в зацепление; t0 — пре-
вышение основного шага ведомого колеса над 
основным шагом ведущего);     2 1 2 1( )/ .а  

Длительность импульса 
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где S0 = 1,571; S1 = 1,089; S2 = 0,031; S3 = 0,003; 
пр   2 2

max02 /( )wb v m F  — безразмерная вели-
чина. 

Среднее значение функции податливости 
к.ср контактного взаимодействия зубчатого со-

 
Рис. 2. Динамические схемы зубчатых передач: 

а — с составным зубчатым колесом;  
б — с цельными колесами 

 



14 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #9 [678] 2016 

пряжения в промежутке изменения ударной 
силы 0 ≤ F ≤ Fmax определяем по формуле [8] 
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Расчетные параметры зубчатых колес: ради-
усы кривизны ножки зуба — шестерни 
1 = 2,815∙10–3 м и колеса 2 = 93,87∙10–3 м; пара-
метр а = 3,223 м; упругая деформация зубьев 
под нагрузкой w = 24∙10–6 м; приведенная масса 
зубчатой пары из цельных колес ц

пр 2, 418m  кг. 
Для рассматриваемых зубчатых колес, изготов-
ленных по восьмой степени точности, макси-
мальное превышение основного шага ведущего 
колеса над основным шагом ведомого (t0)max = 
= 60∙10–6 м. В соответствии с выражением (7) 
скорость кромочного удара v0 = 8,24∙10–2 м/с. 

В результате расчетов, проведенных для зуб-
чатой пары с цельными колесами по выраже-
ниям (6), (8), (9), получены следующие значе-
ния искомых параметров: 
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86,88 10 /Н.
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Т  

Для зубчатой пары с составным зубчатым 
колесом при расчете параметров ударного им-
пульса в зубчатом сопряжении необходимо 
учитывать податливость обода составного зуб-
чатого колеса [2]. В этом случае целесообразно 
рассматривать двухмассовую расчетную схему 
шестерни и обода с дополнительной жестко-
стью в окружном направлении упругого соеди-
нения обода со ступицей (рис. 3), присоединен-
ной к контактной жесткости сопряженных 
зубьев. 

В случае последовательного соединения 
жесткостей их податливости суммируют. Для 
деформируемого обода податливость у.с = 
= 1/Су.с = 509,7∙10–11 м/Н. Тогда суммарное  
(эквивалентное) значение податливости упру-
гого сопряжения шестерни и обода составного 
колеса 

 экв = к.ср + у.с = 86,88∙10–11 + 509,7∙10–11 = 

 = 596,58∙10–11 м/Н. 

Параметры ударного импульса для пары 
шестерня — обод с большой степенью точно-
сти определяют по приближенным зависимо-
стям [9] 

  
с
прс

экв


max 0 ;
m

F v   (10) 

  с с
экв прδ  .Т m   (11) 

После подстановки приведенной массы па-
ры шестерня — обод с

пр  2,365m  кг в формулы 
(10), (11) получим следующие значения иско-
мых параметров: 

 с 
  


2

max 11
2,3658,24 10 1 641

596,58 10
F  Н; 

 с       11 4596,58 10 2,365 3,732 10Т  с. 

В таблице приведены значения нормиро-
ванных амплитуд собственных форм для цель-
ного зубчатого колеса ( )

ц k
i
mq  и ступицы состав-

ного колеса ( )
c ,k

j
mq  собственных частот динами-

ческих моделей передач с составным колесом 
(j) и цельными колесами (i) (см. рис. 2) [2], а 
также значения номеров гармоник ki,j и весовых 
коэффициентов i,j, вычисленных соответ-
ственно по формулам (4) и (3). 

После подстановки в формулу (5) расчет-
ных значений из таблицы и амплитудных зна-
чений ударных импульсов для зубчатых пере-
дач с составным колесом  c

у maxА F  и с цель-
ными колесами  ц

и maxА F  получим критерий 
виброактивности сопоставляемых динамиче-
ских схем 

 

     

     
    

2

2 2

2 2

1641 (0,937 0,26 4430 0,8629 0, 473
4418

6790 0,3575 0,019 15 300 )/ (0,9880 0,562
4640 0,9019 0,146 14300 ) 0,250.

kН

 

Значение критерия виброактивности, рас-
считанное в работе [2] с помощью эмпириче-
ского поправочного коэффициента, учитыва-
ющего динамическую нагрузку в зубчатом за-
цеплении, составило 0,615. При выполнении 
вычислений априори была принята прямо-
угольная форма импульса в зубчатом сопря-
жении. 

 
Рис. 3. Расчетная схема шестерни и деформируемого 

обода составного зубчатого колеса 
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Полученное с учетом уточненной формы 
ударного импульса значение критерия виброак-
тивности Hk = 0,25 ближе к экспериментальным 
результатам, приведенным в работе [10], где 
средние квадратические значения виброускоре-
ний у составных зубчатых колес в 2–3 раза (а на 
отдельных частотах — в 5–6 раз) меньше, чем у 
серийных цельных. 

Следует отметить, что значение критерия Нk 
зависит от режима работы зубчатой передачи. 
Это объясняется тем, что формула (3) для весо-
вых коэффициентов i,j  содержит период зуб-
цовой частоты Tz, определяемый по выраже-
нию (2) через частоту вращения зубчатого ко-
леса n. Кроме того, в отличие от ранее рассмот-
рассмотренного подхода, в котором отношение 
времени действия импульса к периоду зубцо-
вой частоты принято постоянным и равным 
T/Tz = 0,1, в предлагаемой методике это отно-
шение является расчетным. Так, для зубчатой 
пары из цельных колес Tц/Tz = 0,565∙10–2, а для 
составных колес Тс/Tz = 1,448∙10–2. Как видно, 
расчетные значения отношений существенно 
отличаются от принятого в прежней методике 
T/Tz = 0,1. 

Выводы 

1. Отличительной особенностью предложен-
ного метода оценки снижения уровня виброак-
тивности зубчатых передач вследствие усовер-
шенствования их конструкции является возмож-
ность определения относительных значений 
амплитуд на резонансных частотах их собствен-
ных форм колебаний без учета действия диссипа-
тивных сил. Используемая ранее оценка виброак-
тивности, основанная на априорном принятии 
прямоугольной формы ударного импульса, при-
водит к существенно заниженным результатам. 

2. Показано, что уточненное представление 
формы ударного импульса в виде полуволны 
синусоиды и его длительности на примере сни-
жения виброактивности зубчатой передачи пу-
тем применения составного зубчатого колеса 
дает значение критерия виброактивности Hk бо-
лее близкое к экспериментальным результатам 
(0,25 вместо 0,615). При этом полученные при 
испытаниях средние квадратические значения 
виброускорений у составных зубчатых колес в 
2–3 раза (а на отдельных частотах — в 5–6 раз) 
меньше, чем у серийных цельных. 
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