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Традиционный метод определения моментов инерции основан на оценке периода 
свободных колебаний крутильного маятника с одной степенью свободы. Сложность 
метода состоит в необходимости поддержания высокой добротности колебательно-
го процесса за счет снижения влияния диссипативных сил, вносящих существенную 
погрешность в измерения. Предложен новый подход к усовершенствованию тради-
ционного метода определения моментов инерции, заключающийся в создании неза-
тухающего автоколебательного процесса. Представлено комплексное исследование 
метода измерения моментов инерции космических аппаратов на основе модели ав-
токолебательной системы. Синтез математической модели стенда с выбором опти-
мальных режимов колебаний выполнен с использованием программной среды 
Matlab. Приведены результаты экспериментальной реализации метода на базе маке-
та автоматизированного стенда контроля координат центра масс и моментов инер-
ции «АМИК», подтвердившие адекватность результатов математического модели-
рования. 
Ключевые слова: момент инерции, космический аппарат, автоколебания. 

The conventional method for determining moments of inertia is based on the evaluation of 
the period of free oscillations of a torsion pendulum with one degree of freedom. The 
complexity of the method lies in the necessity to maintain the high quality factor of the 
oscillation process by decreasing the influence of dissipative forces that can lead to 
significant errors in measurements. The authors of this article propose a new approach to 
improve the conventional pendulum method by developing the self-oscillation process to 
eliminate damping. The article describes complex research of the proposed method for 
measuring the moment of inertia based on the self-oscillating system. MatLab software was 
used for the synthesis of a mathematical model of the test stand with the choice of optimal 
oscillation modes. The article presents the experimental results of testing the method using 
AMIK, an automated stand for controlling the coordinates of the center of mass and 
moments of inertia. The experimental results have verified the mathematical modeling 
results. 
Keywords: moment of inertia, spacecraft, self-oscillations. 
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Критическими конструктивными элементами 
стендов контроля инерционных характеристик 
космических аппаратов являются шарнирные 
опоры, поддерживающие вес подвижных ча-
стей стендов (платформы для установки изде-
лий). Точность определения параметров гео-
метрии масс изделий напрямую зависит от си-
лы трения в шарнирных опорах, поскольку с 
увеличением сил трения снижается чувстви-
тельность испытательного оборудования. 

Оборудование для экспериментального 
определения осевых моментов инерции (МИ) 
традиционно разрабатывают на основе маятни-
ковой системы с одной степенью свободы [1]. 
По измеряемым значениям периодов осцилля-
ции системы с установленным изделием прово-
дят расчет искомых значений осевых МИ. 
Наличие трения в опорных узлах, в материале 
упругого элемента, а также трения о воздух вы-
зывает диссипацию энергии, что приводит к 
затуханию колебательного процесса, вносит 
существенную погрешность в результаты изме-
рения и ограничивает объем получаемых стати-
стических данных. 

Классические подходы к снижению энерге-
тических потерь на сопротивление предпола-
гают применение опор и подвесов, частично 
компенсирующих трение. Наибольшее распро-
странение в стендах контроля осевых МИ по-
лучили аэростатические подвесы. Между коль-
цами аэростатических подшипников под дав-
лением находится газовая прослойка толщиной 
до 20 мкм, обеспечивающая их беспрепятствен-
ное вращение друг относительно друга. Давле-
ние газа в подшипнике составляет 5 атм и более 
(в зависимости от нагрузочной способности 
подшипника). Строгие допуски на размеры и 
форму сопрягаемых поверхностей колец, высо-
кие требования к антифрикционным свойствам 
материалов, сложность пневматической систе-
мы для нагнетания давления, а также требова-
ния к надежности и безопасности эксплуатации 
обусловливают высокие показатели стоимости 
и трудоемкости производства аэростатических 
подшипников. 

Несмотря на то что применение аэростати-
ческих опор существенно снижает трение, пол-
ностью исключить его влияние на колебатель-
ный процесс без использования дополнитель-
ных средств невозможно. Отметим, что в 
общем случае для колебаний характерна зави-
симость периода от амплитуды. На практике 
даже после непродолжительной серии колеба-

ний (10–15 циклов) амплитуда снижается 
настолько, что изменение периода выходит за 
границы доверительного интервала. Адекват-
ность модели свободных колебаний необходи-
мо подтверждать расчетом логарифмического 
декремента затухания. В результате усложнения 
измерительной схемы происходит ограничение 
количества входных данных для статистиче-
ской обработки, что ухудшает метрологические 
показатели испытательного оборудования. 

Проблему диссипации энергии в ходе изме-
рительного процесса решают введением в си-
стему такого узла, который способен поддер-
живать колебания на заданной амплитуде в те-
чение длительного времени. Следует отметить, 
что при реализации механизма на основе пря-
мого непрерывного внешнего возмущения ха-
рактер колебаний изменяется относительно 
свободной системы, что вносит существенную 
неопределенность в значение измеряемого пе-
риода. Использование кратковременной пре-
рывистой внешней силы способствует отдале-
нию формы колебаний от гармонических, что 
также увеличивает погрешность измерений. 

Точность измерения периодов колебаний в 
традиционных методах достигает 100 мкс, что 
соответствует относительной погрешности 
определения МИ на уровне не более 0,1 % [2, 3]. 
Дальнейшее сокращение погрешности измере-
ний не достигается ни частичной компенсацией 
сопротивления за счет применения аэростати-
ческих подшипников, ни принудительным уве-
личением добротности колебаний за счет 
внешних возмущений. Качественный переход 
на новый технологический уровень должен 
быть сопряжен с принципиально новым под-
ходом к решению проблемы борьбы с трением, 
а именно — полным исключением диссипации 
энергии в ходе колебательного процесса. 

Цель работы — создание метода определе-
ния осевых МИ с относительной погрешностью 
не более 0,1 % без использования дорогостоя-
щих и трудоемких в изготовлении аэростатиче-
ских подшипников. Метод заключается в 
управлении значением и направлением момен-
та от сил трения для поддержания незатухаю-
щего автоколебательного процесса за счет кон-
струкции применяемых опор. 

 
Теоретическое исследование. Принципиаль-
ная конструкция опор, реализующая принцип 
снижения трения на основе подшипников ка-
чения, показана на рис. 1. Вес изделия с оснаст-
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кой (платформой стенда) 4 передается на непо-
движное основание 1 через опорные подшип-
ники 5, установленные на промежуточный 
вал 2, который закреплен в разгружающих 
подшипниках 3. Конструкция реализует бес-
препятственное вращение внутреннего кольца 
опорного подшипника относительно внешнего 
с помощью электродвигателя 7, соединенного с 
промежуточным валом гибкой муфтой 6. Про-
граммное задание параметров вращения вала 
двигателей выполняет регулирование значения 
момента сил трения в опорных подшипниках. 

Методы управления моментом трения на 
основе конструкции с «развязанными» под-
шипниками широко применяют в технике, 
например, для снижения момента сопротивле-
ния электродвигателя при пуске [4], статиче-
ской балансировке роторов [5, 6], в устройствах 
измерения трения в опорах [7]. 

Конструкция опор предполагает использо-
вание различных типоразмеров подшипников и 
двигателей в зависимости от проектной грузо-

подъемности разрабатываемого стенда. Объем-
ная модель конструкции подшипниковой опо-
ры показана на рис. 2. 

Подключение двигателей к устройству 
управления с обратной связью по угловому по-
ложению платформы стенда позволяет управ-
лять значением и направлением момента от сил 
трения в зависимости от скорости и направле-
ния вращения валов электродвигателей. В со-
став основных компонентов системы управле-
ния входят следующие элементы: 

• исполнительный механизм — электродви-
гатель с драйвером, оснащенный аналоговыми 
входами управления; 

• измерительное устройство — датчик угла 
поворота с аналоговым выходом; 

• регулятор — программируемый контрол-
лер, способный осуществлять сбор данных с 
аналоговых входов и управлять состоянием 
аналоговых выходов; 

• цифровые устройства ввода-вывода для 
получения результатов измерений — счетчик 
периодов. Данные измерений по цифровым 
каналам поступают в управляющий компьютер 
для последующей статистической обработки и 
анализа. 

 
Рис. 1. Типовая конструкция опоры 

 

 
Рис. 2. Объемная модель подшипниковой опоры 

 

 
Рис. 3. Структурная схема стенда контроля МИ 
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Структурная схема стенда измерения МИ на 
основе исследуемого метода показана на рис. 3. 

Исследование возможности компенсации 
трения в ходе колебательного процесса при из-
мерении осевых МИ требует разработки мате-
матической модели, описывающей автоколеба-
тельную систему с автоматическим регулирова-
нием амплитуды. Целью анализа модели 
является выбор оптимальных параметров 
управления при следующих критериях: 

• устойчивость выходных данных измерения 
(амплитуды колебаний); 

• минимальный разброс значений выходных 
данных (периода колебаний); 

• минимальное время переходного процесса 
(время, за которое установится колебательный 
процесс с постоянной по времени амплитудой); 

В основе математической модели маятнико-
вой системы лежит дифференциальное уравне-
ние вращательного движения платформы стен-
да с изделием в положении равновесия (рис. 4): 

         и тр рп si ,ncJ С m gr M  (1) 

где JΣпр — суммарный приведенный к оси коле-
баний МИ системы;  — угловое отклонение 
центра масс изделия от положения равновесия; 
  — вторая частная производная  по време-
ни; C — жесткость упругого элемента; mи — 
масса изделия; g — ускорение свободного паде-
ния; rc — расстояние от оси колебаний до цен-
тра масс изделия; MΣтр — суммарный момент 
сил трения в системе. 

Суммарный приведенный МИ системы JΣпр 
включает в себя: МИ изделия относительно оси, 

параллельной оси колебаний Jи; МИ платформы 
стенда относительно оси колебаний Jп; пере-
носного МИ изделия mиrc

2: 

    2
ир ип п .cJ J J m r  

В данной работе использована двухкомпо-
нентная модель диссипативных сил, содержа-
щая «сухую» и «вязкую» составляющие трения. 
Для систем с малой скоростью она удовлетво-
рительно описывает сопротивление движению 
[8]. Момент сил вязкого трения является ли-
нейной функцией скорости системы   и ско-
рости двигателя  дв .  Общий момент сил вяз-
кого трения в системе можно выразить в виде 
суммы двух компонентов: момента Mν1 от сил, 
препятствующих вращению внутренних колец 
со скоростью вращения двигателей, и момен-
та Mν2 от прочих составляющих сил трения. 
Значения моментов Mν1 и Mν2 пропорциональ-
ны значениям угловых скоростей вращения 
двигателя и изделия относительно оси колеба-
ний соответственно. 

Момент сил сухого трения Mμ представляется 
кусочно-гладкой функцией из двух участков: 
покоя и движения. На участке покоя Mμ компен-
сирует суммарный момент сил относительно оси 
наклона, а на участке движения момент Mμ 
направлен противоположно направлению дви-
жения изделия относительно вала двигателей. 
Сила трения движения является постоянной 
величиной, пропорциональной весу подвижной 
системы. Коэффициент пропорциональности μ 
равен сумме радиусов трения выбранных опор-
ных подшипников качения. 

Выражение для суммарного момента сил 
трения в опорах можно записать в виде 

            тр 1 дв 2 ,M M B BM MM  

где B1, B2 — коэффициенты вязкого трения. 
Значение и направление угловой скорости 

движения вала электродвигателя  дв  регулиру-
ет значение момента сил трения MΣтр. Задавая 
скорость вращения вала электродвигателя  дв  
пропорционально текущей скорости колебаний 
 ,  можно синхронизировать движение внеш-
него и внутреннего колец подшипника. При 
этом разность фаз собственных колебаний и 
результирующей возмущающей силы составля-
ет /2, что является условием синтеза автоколе-
бательной системы [9]: 

    дв ,U  

где U — коэффициент пропорциональности. 

 
Рис. 4. Расчетная схема стенда контроля МИ: 

1 — изделие; 2 — планшайба стенда; 3 — подвижная  
платформа стенда; 4 — колебательный узел;  

ЦМ — центр масс 



#9 [678] 2016 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 85 

Коэффициент U определяет значение ам-
плитуды возмущающей силы для управления 
значением амплитуды колебаний измеритель-
ной системы. 

Традиционное общее аналитическое реше-
ние дифференциального уравнения колебаний 
физического маятника с упругой связью (1), 
учитывающее допущения о малости угла  и 
отсутствии затухания, представляет собой гар-
монические колебания и характеризуется ли-
нейной зависимостью квадрата периода коле-
баний T от суммарного приведенного МИ си-
стемы JΣпр: 

   2
пр пр ,С TJ  (2) 

где прС  — приведенная жесткость квазиупру-
гой силы. 

При известной жесткости прС  и измеренном 
периоде колебаний проводят оценку приведен-
ного МИ системы. 

Предлагаемый подход к улучшению тради-
ционного метода требует заключения — подхо-
дит ли уравнение (2) для описания измеритель-
ного процесса, в ходе которого система совер-
шает не свободные незатухающие колебания, а 
автоколебания. Следует отметить, что принятие 
гипотезы о малости угла  лишает модель воз-
можности анализа характера зависимости пе-
риода от амплитуды колебаний. С учетом вы-
шесказанного исследование математической 
модели целесообразно проводить численными 
методами. 

Математическая модель, созданная в среде 
Matlab с применением графического пакета 
Simulink, включает в себя следующие основные 
компоненты. 

• Блок задания начальных параметров.  
В этом блоке среди переменных для описания 
системы присутствуют инерционные характе-
ристики (масса, статические моменты, МИ) 
оснастки и изделия, коэффициенты вязкого и 
сухого трения, жесткость упругого элемента  
и др. 

• Блок решения дифференциального уравне-
ния. В состав этого блока входят записанное в 
графических блоках Simulink дифференциаль-
ное уравнение и ветвь обратной связи. Испол-
нительным механизмом является электродви-
гатель, параметры которого определяют инер-
ционные свойства обратной связи. Настоящая 
модель описывает привод на основе двигателя 
постоянного тока с обратной связью по поло-
жению. В качестве имитатора изделия выбран 

однородный цилиндр с постоянной плотно-
стью. Моделирование объектов с различными 
характеристиками достигается варьированием 
значений высоты и диаметра цилиндра для 
равномерного охвата диапазона масс от 50 до 
3 000 кг. 

Для реализации оптимального управления 
в систему был введен пропорционально-интег-
рально-дифференциальный (ПИД) пороговый 
регулятор, осуществляющий обратную связь 
по значению амплитуды колебаний. Выбор 
интегрального Ki и дифференциального Kd ко-
эффициентов ПИД-регулятора и порога регу-
лирования осуществляли на основе анализа 
логарифмической амплитудно-частотной ха-
рактеристики замкнутой системы с использо-
ванием модуля Linear Analysis Matlab Simulink. 

Кроме того, в блок решения дифференци-
ального уравнения входят цифровые фильтры 
амплитуды и периода колебаний. Амплитуду 
вычисляли по разности значений перемещения 
в локальном максимуме и локальном миниму-
ме. Период определяли как время между точ-
ками прохождения положения равновесия 
(точки локальных максимумов и минимумов 
мгновенной скорости). 

• Блок индикации результатов. Численные 
результаты моделирования выводятся в виде 
графиков с использованием блока Scope для 
оценки оператором. Текущие значения перио-
дов являются выходными данными моделиро-
вания и записываются в глобальную перемен-
ную Period в рабочее пространство Matlab в 
виде одномерного массива в целях удобства 
его последующего экспорта в приложение  
Microsoft Excel для проведения статистической 
обработки. Мгновенное значение амплитуды 
используется в качестве основного параметра 
обратной связи. Сглаживание амплитуды осу-
ществляется низкочастотным фильтром Бат-
терворта 8-го порядка с частотой среза 
1…5 рад/с. 

На основе разработанной математической 
модели проведен анализ зависимости периода 
колебаний от инерционных характеристик си-
стемы, выбраны оптимальные режимы управ-
ления автоколебательным процессом. 

В ходе анализа получены массивы данных пе-
риодов установившихся колебаний Ti в зависи-
мости от заданной амплитуды колебаний, пара-
метров регулятора и инерционных характери-
стик моделей изделия. Каждый массив данных 
содержал выборку из N0 = 1 000 элементов. 
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Статистическую обработку выборок прово-
дили в соответствии с методикой обработки 
прямых многократных измерений [10]. На пер-
вом шаге обработки из начальной совокупно-
сти отсеивали грубые выбросы по критерию 
Граббса, после чего размер совокупности ста-
новится равным N. Полученные после отсева 
выборки проверяли на принадлежность нор-
мальному закону распределения по критерию 
Пирсона. 

Математическое ожидание периода колеба-
ний определяли по формуле 
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Среднеквадратическое отклонение среднего 
значения периода колебаний 

 





 2

1
( )

( ) .
( 1)

N
i

i
T T

S T
N N

 

Случайная погрешность периода колебаний 
  ст )( ,( )T t S T  

где tст — коэффициент Стьюдента при довери-
тельной вероятности p = 0,95 и размере выбор-
ки N. 

В результате математического моделирова-
ния были выбраны оптимальные коэффициен-
ты ПИД-регулятора для измерительного про-
цесса с различными амплитудами колебаний 
(см. таблицу). Показано существование зависи-
мости периода от амплитуды колебаний, что 
означает необходимость контроля амплитуды в 
ходе измерительного процесса. 

Оптимальная амплитуда выбрана из условия 
минимизации погрешности измерений перио-
дов колебаний при объективно невысоком 
времени перехода к установившимся колебани-
ям. Кроме того, показано, что зависимость 
приведенного МИ системы от периода колеба-
ний носит квадратичный характер (рис. 5). 

Результаты теоретического исследования 

Aн, град T, с ε(T), с 
Оптимальные параметры  

ПИД-регулятора tp, с 
Ki Kd Aр, град 

0,3 0,5012892 3,3810–7 0,09 0,0010 0,05 30 
0,4 0,5012884 2,6810–7 0,10 0,0010 0,05 35 
0,5 0,5012879 2,0610–7 0,12 0,0011 0,05 40 
0,6 0,5012874 1,9110–7 0,13 0,0011 0,05 50 
0,7 0,5012871 1,7610–7 0,15 0,0011 0,05 55 
0,8 0,5012868 1,4510–7 0,17 0,0011 0,05 60 
0,9 0,5012865 1,2710–7 0,18 0,0011 0,05 70 
1,0 0,5012863 1,2510–7 0,19 0,0012 0,05 80 
1,1 0,5012860 1,1210–7 0,20 0,0012 0,05 85 
1,2 0,5012858 1,1110–7 0,21 0,0012 0,05 90 
1,3 0,5012857 1,0310–7 0,22 0,0012 0,05 95 
1,4 0,5012855 1,0110–7 0,23 0,0012 0,05 110 
1,5 0,5012853 9,8810–8 0,24 0,0012 0,05 120 
1,6 0,5012852 8,5710–8 0,08 0,0012 0,10 140 
1,7 0,5012851 6,8610–8 0,07 0,0013 0,11 180 
1,8 0,5012849 5,6810–8 0,06 0,0013 0,12 240 
1,9 0,5012848 5,2810–8 0,04 0,0013 0,13 280 
2,0 0,5012847 4,9210–8 0,03 0,0013 0,15 330 
2,2 0,5012845 4,6310–8 0,02 0,0013 0,11 420 
2,5 0,5012844 3,7910–8 0,02 0,0013 0,10 540 

Примечания. Aн — номинальная амплитуда колебаний; Ap — порог регулирования; tp — время переходного процесса. 
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Физический эксперимент. Экспериментальное 
подтверждение адекватности разработанных 
математических моделей получено на макетной 
установке стенда контроля координат центра 
масс и моментов инерции «АМИК» (рис. 6). Его 
схема, как и схемы других стендов нового поко-
ления, разрабатываемых ФГУП «НПО «Техно-
маш», подробно описана в работе [11]. Диапа-
зон масс контролируемых изделий на установ-
ке — до 100 кг. 

Макет стенда «АМИК» оснащен преобразо-
вателем угловых перемещений ЛИР-1170А, 
способным выводить показания в аналоговом 
виде. Период колебаний измеряли с помощью 
частотомера Hameg HM 8123 по сигналу с бес-
контактного светового барьера, срабатываю-
щего при прохождении положения равно-
весия. 

В качестве базового элемента для реализа-
ции управления использовали программируе-
мую плату Arduino Mega. Исполнительными 
механизмами системы являлись шаговые дви-
гатели с разрешающей способностью 1,8 и 
дроблением шага 1:24. Управление двигателями 
осуществлялось драйверами с интерфейсом 
STEP/DIR. 

Основной цикл алгоритма состоял в расче-
те необходимой величины и контроле текуще-
го значения времени между шагами двигателя. 
После превышения заданного периода следо-
вания шагов двигателя на аналоговом выходе 
контроллера, который подключен к драйверу 
шаговых двигателей, кратковременно устанав-
ливалось высокое напряжение, что являлось 

командой для поворота вала двигателя на один 
шаг; таймер «сбрасывался» на нулевое зна-
чение. 

Основной цикл являлся безусловным, выход 
из него происходил по прерыванию на входе 
контроллера, соединенного с выходом преобра-
зователя угловых перемещений. Работа цикла 
возобновлялась после обновления состояния 
переменной текущего угла поворота. 

Управление временем шага двигателя осу-
ществлялось посредством цифрового ПИД-
регулятора на основе рассчитанных значений 
периода и амплитуды колебаний. Алгоритм 
предполагает обновление параметров колеба-
ний после каждого последующего прохождения 
положения равновесия и корректировки их 
значений посредством оконного сглаживающе-
го фильтра. 

Проведенные эксперименты подтвердили 
работоспособность предлагаемого метода опре-
деления МИ на базе автоколебательной систе-

 
Рис. 5. Теоретическая зависимость суммарного  
приведенного МИ JΣпр от периода колебаний T 

 

 
Рис. 6. Макетная установка стенда «АМИК» 

 
Рис. 7. Эмпирические зависимости математического 

ожидания T (1) и случайной погрешности ε(T)  
периода (2) от амплитуды колебаний A 
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мы. При этом показано существование зависи-
мости математического ожидания и случайной 
погрешности периода от амплитуды колебаний 
(рис. 7). Характер эмпирических зависимостей 
хорошо согласуется с теоретическими, что сви-
детельствует об адекватности разработанной 
математической модели измерительного про-
цесса. 

Полученные экспериментальные значения 
случайных погрешностей периодов колебаний 
не превышают 20 мкс при наибольшей воз-
можной амплитуде колебаний, что соответству-
ет требуемому уровню точности определения 
осевых МИ с заданной относительной погреш-
ностью. 

Выводы 

1. Предложен и реализован новый подход к 
определению МИ космических аппаратов на 
основе анализа автоколебательной системы. 
Теоретическое исследование метода измерения 
МИ на базе автоколебательной системы позво-
лило обосновать выбор основных параметров 
регулирования автоколебаний в целях миними-
зации погрешности измерений изделий в ши-
роком диапазоне масс: от 50 до 3 000 кг. 

2. Возможность практического применения 
нового подхода подтверждена результатами 
экспериментов на макетной установке стенда с 
максимальной грузоподъемностью до 100 кг. 
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