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Изучено влияние малой присоединенной массы на частоты и формы изгибных коле-
баний бесконечно длинной круговой цилиндрической оболочки — кольца, находяще-
гося в условиях плоской деформации. В качестве математической модели использо-
ваны уравнения движения поперечных колебаний, полученные из аналогичных урав-
нений теории пологих оболочек Донелла–Муштари–Власова. Предложен новый 
подход к построению математической модели, предполагающий, что присоединенная 
масса уже в линейной постановке приводит к взаимодействию сопряженных изгиб-
ных форм колебаний с радиальными. Полученная методом Бубнова–Галеркина новая 
система динамических уравнений свидетельствует о том, что дополнительные вклю-
чения такого рода приводят к связанности и взаимодействию низкочастотных изгиб-
ных колебаний оболочки с высокочастотными радиальными колебаниями, при этом 
радиальные колебания выступают в качестве дополнительной инерционной связи 
между сопряженными изгибными формами. Показано, что радиальные колебания 
малозаметны, однако именно их учет позволяет сделать вывод о влиянии параметра 
волнообразования, зависящего от относительной толщины кольца, на меньшую из 
расщепленных собственных частот. Таким образом, эффект снижения меньшей из 
расщепленных собственных частот преимущественно изгибных колебаний зависит не 
только от величины присоединенной массы, как принято считать в настоящее время, 
но и от геометрических и волновых параметров оболочки. Обнаружено, что при 
определенных значениях параметра волнообразования частоты и амплитуды пре-
имущественно как радиальных, так и изгибных колебаний могут быть соизмеримы. 
Это означает, что при динамическом воздействии на оболочку эффект резонанса мо-
жет возникать не только на частотах изгибных форм колебаний, но и на близких к 
ним частотах, соответствующих радиальным формам колебаний. Полученные резуль-
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таты и выводы качественно согласуются с известными экспериментальными данными 
и численными расчетами и могут быть обобщены для случая колебаний тонких кру-
говых цилиндрических оболочек конечной длины, несущих присоединенную массу. 
Ключевые слова: тонкая круговая цилиндрическая оболочка, изолированное кольцо, 
присоединенная масса, динамическая асимметрия, изгибные и радиальные колеба-
ния, собственные частоты и формы колебаний оболочек, расщепление изгибного ча-
стотного спектра. 

This paper investigates the effect of a small attached mass on the frequency and form of 
flexural vibrations of an infinitely long circular cylindrical shell-ring, under plane deformation 
conditions. The equations of motion for transverse vibrations are used as a mathematical 
model. These equations are obtained from analogous equations of the Donnell–Mushtari–
Vlasov theory of shallow shells. A new approach to the construction of a mathematical model 
is proposed by the author. This approach suggests that the attached mass in the linear 
formulation leads to the interaction between the conjugate and the radial flexural forms of 
vibrations. The new system of dynamic equations obtained by the Bubnov-Galerkin method 
suggests that such additional inclusions lead to the connectedness and interaction of low-
frequency flexural vibrations of the shell with high-frequency radial vibrations. In this case the 
radial vibrations act as an additional inertial connection between the conjugate flexural forms. 
It is shown that the radial vibrations are inconspicuous. However, by taking them into 
account, it is possible to arrive at a qualitative conclusion about the impact of the wave 
formation parameter on the smaller of the split eigenfrequencies. This parameter depends on 
the relative thickness of the ring. This means that the effect of reducing the smaller of the split 
eigenfrequencies of predominantly flexural vibrations depends not only on the attached mass, 
as it is assumed at the moment, but also on the geometric and wave parameters of the shell. It 
is established that at certain values of the wave formation parameter, the frequencies and 
amplitudes of predominantly radial vibrations can be commensurate with the frequencies and 
amplitudes of predominantly flexural vibrations. This means that when the shell is subjected 
to dynamic impact, the resonance effect may occur not only at frequencies of the flexural 
vibrations, as follows from the known analytical solutions, but also at frequencies 
corresponding to the radial vibrations. The results and conclusions obtained are in qualitative 
agreement with the available experimental data and numerical calculations. These results can 
be generalized to the case of vibrations of thin circular cylindrical shells of finite length that 
carry attached mass. 
Keywords: thin infinitely long shell, isolated ring, attached mass, dynamic asymmetry, flex-
ural and radial vibrations, natural frequencies and forms, splitting the spectrum. 

Тонкие круговые цилиндрические оболочки 
находят широкое применение в современных 
отраслях промышленности. В авиационной, 
судостроительной и космической технике к 
корпусам прикрепляют двигатели, пассажир-
ские кресла, топливные баки и элементы авто-
матики. Многие из необходимых для эксплуа-
тации объектов присоединены непосредствен-
но к кольцевым подкрепляющим элементам 
(шпангоутам). В аналитических исследованиях 
такие дополнительные элементы интерпрети-
руются как присоединенные массы, сосредото-
ченные или распределенные по некоторой по-
верхности. 

Обоснованные требования техники к высо-
кой точности расчетов оболочечных конструк-
ций на прочность вызывают широкий интерес 

к исследованиям в данной области. В научной 
литературе представлено множество работ по 
изучению влияния статических характеристик 
оболочек при различных видах воздействий на 
них [1–3]. Большая их часть посвящена изуче-
нию устойчивости [4–7], а отдельные статьи 
оптимизации параметров оболочки [8] и влия-
нию температурных воздействий на изотроп-
ный или композиционный материал [9]. 

Меньшая часть работ связана с изучением 
динамической прочности оболочек и ее кон-
структивных элементов. Собственные частоты 
и формы колебаний оболочек переменной 
плотности исследованы в статье [10], компози-
ционная структура и вязкоупругие свойства 
оболочек конечной длины — в работах [11–12], 
оболочки, частично заполненные жидкостью — 
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в статье [13]. Не менее актуальными являются 
задачи определения прочности оболочек, име-
ющих различные виды динамической асиммет-
рии, однако в научной литературе по данной 
тематике имеются лишь единичные работы 
[14–20]. 

На сегодняшний день некоторые вопросы 
динамики оболочек с присоединенными эле-
ментами остаются не до конца изученными. 
Так, в работе [21] получена формула, свиде-
тельствующая о том, что эффект снижения 
меньшей из расщепленных собственных частот 
низшего тона колебаний оболочки, несущей 
присоединенную массу, зависит только от ве-
личины присоединной массы. Однако, сопоста-
вительный анализ [22] показал, что такой вы-
вод не всегда согласуется с экспериментальны-
ми данными [21, 23]. В работах [24–31] 
установлено, что расхождение результатов ана-
литического исследования и численного расче-
та, в некоторых случаях может быть весьма су-
щественным. В статьях [22, 29–31] сделан вывод 
о том, что эффект снижения частоты зависит не 
только от значения присоединенной массы, как 
принято считать в настоящее время [21, 32–34], 
но и от геометрических и волновых параметров 
оболочки. 

Цель работы — на примере более простой 
(предельной) задачи установить причины, при-
водящие к таким противоречивым результатам, 
приблизиться к решению рассмотренной про-
блемы, уточнить математическую модель, а 
также получить новое решение задачи и каче-
ственный вывод о влиянии присоединенной 
массы на динамическое поведение бесконечно 
длинной круговой цилиндрической оболоч-
ки — кольца, находящегося в условии плоской 
деформации. 

Проблемы, затрагиваемые в статье, имеют и 
самостоятельное значение, поскольку изолиро-
ванное кольцо можно интерпретировать в ка-
честве расчетной модели кольцевых подкреп-
ляющих элементов, применяемых в различных 
отраслях промышленности. 

 
Математическая модель. Рассмотрено кольцо 
единичной ширины, радиусом R, толщиной h и 
массой 0 .M  Считается, что к кольцу при = 0y y  
присоединена дополнительная масса M. 

 
Уравнения движения. Бесконечно длинную 
круговую цилиндрическую оболочку, в которой 
все поперечные сечения деформируются оди-

наково, можно рассматривать как кольцо еди-
ничной ширины, выделенное из оболочки дву-
мя сечениями, перпендикулярными к ее оси. 
Уравнения, описывающие поперечные колеба-
ния кольца, получим из аналогичных уравне-
ний теории пологих оболочек [35], использо-
ванных в работе [21] при устремлении длины 
оболочки к бесконечности: 
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Здесь yN  — окружное погонное динамическое 
усилие; D — цилиндрическая жесткость, 

3 2/[12(1 )],D Eh= −μ  где E — модуль Юнга, μ — 
коэффициент Пуассона; ( , )w y t  — динамиче-
ский прогиб оболочки; ρ — погонная плот-
ность; t — время; 0y  — круговая координата 
места крепления массы к кольцу; ( )yδ  — функ-
ция Дирака, учитывающая влияние присоеди-
ненной массы. 

Точность уравнений (1) ограничена теми же 
пределами, что и точность исходных уравнений 
теории пологих оболочек, при выводе которых 
были отброшены члены порядка 21/n  малости 
по сравнению с единицей и тангенциальные 
силы инерции [35]. Для количественной оцен-
ки, когда n — число волн окружных динамиче-
ских деформаций мало, уравнения движения 
можно уточнить, заменив ∂ ∂4 4( / )D w y  на 

∂ ∂ + ∂ ∂ +2 2 2 2 2 2( / / )( / 1/ )D w y w R y R  [36]. В данной 
работе это не сделано, поскольку ее целью яв-
ляется получение не столько количественной, 
сколько качественной оценки влияния присо-
единенной массы на колебания изолированно-
го кольца. Полученные на основе предложен-
ной математической модели численные ре-
зультаты удовлетворительны (погрешность 
составляет менее 6 %) при > 4n  [37], что прак-
тически всегда выполняется для оболочек ко-
нечной длины. 

Для устройств, применяемых в других обла-
стях техники, где требования к точности чис-
ленных расчетов велики, например для волно-
вых гироскопов, необходимо использовать дру-
гие, более точные, теории и методы их решения 
[38–40]. 

 
Условие периодичности решения. Для за-
мкнутой оболочки все величины, определяю-
щие ее напряженно-деформированное состоя-
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ние, должны возвращаться к своим первона-
чальным значениям после обхода всего контура 
поперечного сечения. В частности, для окруж-
ного перемещения точки срединной поверхно-
сти ( , )v y t  условие периодичности решения 
имеет вид 

  
π π∂  = + α = ∂   

2 2

0 0

( ) 0,
R Rv wdy t dy
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где ( )tα  — функция, зависящая от времени. 
Отсюда 
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Динамическая конечномерная модель. В ран-
них аналитических работах по изучению соб-
ственных характеристик оболочек, несущих 
присоединенную массу, вследствие того, что 
динамический прогиб аппроксимировался не-
полной системой тригонометрических функ-
ций, авторы приходили к ряду несостоятельных 
выводов: зависимость частоты от места крепле-
ния дополнительной массы по окружной коор-
динате, отсутствие расщепления изгибного ча-
стотного спектра и др. В настоящее время при-
нято считать, что малая присоединенная масса 
приводит к взаимодействию сопряженных из-
гибных форм. Однако и в этом случае, как будет 
показано в настоящей статье, полученный ре-
зультат не всегда качественно и количественно 
согласуется с данными численных и экспери-
ментальных исследований. 

Предлагается иной подход к построению ма-
тематической модели. Считаем, что присоеди-
ненная масса является тем фактором динами-
ческой асимметрии, который уже в линейной 
постановке приводит не только к связанности 
сопряженных изгибных форм, но и к взаимо-
действию низкочастотных изгибных колебаний 
с высокочастотными радиальными. Тогда упру-
гий динамический прогиб кольца можно ап-
проксимировать выражением 

 ( )= β + β + 31 2( , ) sin cos ,
N

n n

n
w y t f y f y f  (2) 

где 1f  и 2f  — обобщенные координаты, соот-
ветствующие изгибным формам колебаний; 

3f  — обобщенная координата, соответствую-
щая радиальным формам колебаний, дополни-
тельно введенная в известное выражение [21]; 

/ ;n Rβ =  1, 2, 3, ..., .n N=  

Собственные частоты и формы колебаний. 
Подстановка выражения (2) в формулу (1) поз-
воляет найти функцию ( ),tα  а затем и окруж-
ное усилие ( ):yN t  

  2 2( , ) ( ) ( ).
1 1y y

Eh v w EhN y t N t t
y R

 ∂ = = − = α −μ ∂ −μ 
 

Ортогонализация второго уравнения (1) к 
форме прогиба (2) в первом приближении 

=( 1)N  приводит к системе связанных динами-
ческих (модальных) уравнений относительно 
безразмерных обобщенных координат ( )ia τ =  

( )/if h= τ  =( 1, 2, 3):i  
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где 2
nω  — приближенное значение квадрата 

безразмерной частоты изгибных колебаний ди-
намически симметричного кольца, 2

nω =  
4 4/( );Dn hR= ρ  ε  — параметр волнообразова-

ния, зависящий от относительной толщины 
кольца, 4 2 .( / )n h Rε =   

Точками обозначено дифференцирование 
по безразмерному времени tτ = λ  (λ  — соб-
ственная частота незагруженного кольца). 
Связь между обобщенными координатами 

1( ),a τ  2 ( ),a τ  3( )a τ  обусловлена наличием при-
соединенной массы τ = λ( ) cos ( )i ia a t  и носит 
упругий характер. 

Из полученной системы модальных уравне-
ний видно, что присоединенная масса приводит 
не только к связанности сопряженных изгиб-
ных форм, но и к взаимодействию низкоча-
стотных изгибных колебаний с высокочастот-
ными радиальными. При этом радиальные ко-
лебания выступают в качестве дополнительной 
инерционной связи между сопряженными из-
гибными формами. 

Частотные уравнения, соответствующие вы-
ражениям (3), определяют три безразмерные 
собственные частоты niΩ  ( / ,ni ni nΩ = ω ω  где 

niω  — частота колебаний кольца с присоеди-
ненной массой; 1, 2, 3),i =  которые не зависят 
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от круговой координаты места крепления при-
соединенной массы к кольцу. 

Первым двум частотам 1nΩ  и 2nΩ  соответ-
ствуют преимущественно изгибные, а третьей 

3nΩ  — в основном радиальные колебания. В 
новом решении меньшая из расщепленных соб-
ственных частот 1nΩ  зависит как от величины 
присоединенной массы, так и от параметра 
волнообразования .ε  

В традиционном решении [21] при устрем-
лении длины оболочки к бесконечности вместо 
динамических уравнений (3) получим систему 
из первых двух уравнений, связывающих между 
собой только сопряженные изгибные формы. 
Таким образом, в отличие от нового решения, 
традиционная система динамических уравне-
ний не содержит параметра волнообразования 
ε, и частотное уравнение, соответствующее этой 
системе, определяет две безразмерные соб-
ственные частоты изгибных колебаний кольца 

1nΩ  и 2 ,nΩ  также не зависящих от места креп-
ления массы по круговой координате. Меньшая 
из расщепленных собственных частот 

1 01/ 1 2 / ,n M MΩ = +  т. е. она зависит только от 
величины присоединенной массы и не зависит 
от волнового параметра кольца ε. Частота 2nΩ  
равна 1 и в новом, и в традиционном решении. 
К такому же результату приходят и другие ис-
следователи, используя иные подходы и методы 
решения аналогичных задач [23, 32–35]. 

На рис. 1 приведена зависимость частоты 
1nΩ  от параметра волнообразования ε и относи-

тельной присоединенной массы 0/ ,M M  где 
пунктирные кривые 1–3 демонстрируют тради-
ционное решение, а сплошная кривая 4 — новое. 

Из рис. 1 следует, что расщепление изгибно-
го частотного спектра Ω − Ω2 1( ),n n  обусловлен-

ное наличием присоединенной массы, увеличи-
вается с ее ростом. При фиксированном значе-
нии 0/M M  с увеличением параметра ε  рас-
стройка уменьшается. При малом параметре ε 
( 0,1)ε =  новое решение количественно практи-
чески совпадает с традиционным. 

Вывод о том, что эффект снижения основ-
ной частоты системы оболочка–масса зависит 
не только от значения присоединенной массы, 
но и от геометрических и волновых параметров 
оболочки, сделан и в недавних работах [29, 30]. 

Результаты расчета частоты преимуще-
ственно радиальных колебаний 3 ,nΩ  выпол-
ненных при относительной величине присо-
единенной массе 0/ 0,1,M M =  приведены на 
рис. 2. 

Дополнительное исследование показало, что 
частота 3nΩ  практически не зависит от 0/ .M M  
Следует отметить, что 3nΩ  с увеличением па-
раметра волнообразования ε  становится соиз-
мерима с частотами преимущественно изгиб-
ных колебаний 1nΩ  и 2 .nΩ  Это означает, что 
при динамическом воздействии на оболочку 
эффект резонанса может возникать не только 
на частотах 1nΩ  и 2 ,nΩ  как принято считать на 
основании известных аналитических решений, 
но и на близких им частотах, соответствующих 
радиальным формам колебаний. 

В экспериментальной работе [41] отмечены 
близость собственных частот изгибных и ради-
альных колебаний, а также их связанность. Од-
нако, к сожалению, полученным результатам до 
настоящего времени не уделяется должного 
внимания в задачах динамики оболочек, несу-
щих присоединенные массы. 

 
Формы колебаний. При движении кольца с 
меньшей из расщепленных собственных частот 

1nω  косинусоидальная форма его колебаний 
взаимодействует с радиальной, масса при этом 
подвижна. Если кольцо совершает колебания с 
большей из расщепленных собственных час-

 
Рис. 1. Зависимость меньшей из расщепленных  

собственных частот 1nΩ  от величины  
присоединенной массы 0/M M  и параметра  
волнообразования ε = 5 (1), 3 (2) и 0,1 (3): 

1–3 — новое решение; 4 — традиционное решение 

 
Рис. 2. Зависимость частоты преимущественно  

радиальных колебаний Ω 3n  от параметра  
волнообразования ε 0( / 0,1)M M =  
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тот 2 ,nω  то форма его колебаний — синусои-
дальная (как и у кольца без массы), и масса при 
этом неподвижна (формы колебаний имеют 
узел в точке крепления массы). 

На рис. 3 приведено отношение амплитуд в 
основном радиальных форм колебаний а3 к 
преимущественно изгибным а1 в зависимости 
от 0/M M  и ε, соответствующее меньшей из 
расщепленных собственных частот 1.nΩ  

Увеличение присоединенной массы и пара-
метра волнообразования повышает вклад ради-
альных колебаний в общую картину динамиче-
ских деформаций бесконечно длинной оболочки. 
В целом, радиальные колебания малозаметны, 
однако именно их учет позволяет установить 
качественную особенность — влияние парамет-
ра волнообразования, зависящего от геометри-
ческих и волновых параметров кольца, на мень-
шую из расщепленных собственных частот. 

 
Численное решение методом конечных эле-
ментов (МКЭ). В программном комплексе MSC 

Nastran смоделирована и решена задача коле-
баний изолированного кольца ( 1 м,R =  

/ 200,R h =  112 10 МПа,E = ⋅  37 800 кг/м ),ρ =  
несущего присоединенную массу 00,1 .M M=  
Число конечных элементов — 2 000. 

Зависимость безразмерных собственных ча-
стот, соответствующих симметричной и анти-
симметричной (сопряженным) изгибным фор-
мам колебаний кольца с присоединенной мас-
сой, от числа окружных волн n приведена на 
рис. 4. Сплошные линии 1, 4 демонстрируют но-
вое уточненное аналитическое решение, а штри-
ховые 2, 3 — решение, полученное МКЭ. 

Из рис. 4 следует, что в решении, полученном 
МКЭ, как и в уточненном аналитическом реше-
нии (система модальных уравнений (3)), при 
фиксированном значении 0/M M  и 3n ≥  мень-

 
Рис. 3. Зависимость отношения амплитуд а3/а1  

от относительной присоединенной массы 0/M M  
при параметре волнообразования ε = 0,5 (1) и 0,3 (2) 

 
 

Рис. 4. Зависимость расщепленных безразмерных 
частот колебаний кольца с присоединенной  

массой 1nΩ  (1, 2) и 2nΩ  (3, 4) от числа  
окружных волн n: 

1, 4 — новое аналитическое решение;  
2, 3 — решение, полученное МКЭ 

 

 
Рис. 5. Формы колебаний незагруженного кольца (а–г) и кольца с присоединенной массой (д–з): 

а, б — n = 2, λ =2 3,12  Гц; в, г — n = 3, λ =3 8,83  Гц; д — n = 2, λ =21 2,76  Гц; е — n = 2, λ =22 3,04  Гц;  
ж — n = 3, λ =31 7,88  Гц; з — n = 3, λ =32 8,71  Гц  
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шая из расщепленных собственных частот рас-
тет с увеличением числа n, входящего в состав 
формулы для определения параметра волнооб-
разования, и расщепление частотного спектра 
уменьшается. Несколько неожиданной является 
особенность динамического поведения частот в 
диапазоне 2 4,n≤ ≤  которая не отображена в 
известных аналитических решениях. Частота 
сначала снижается, а затем возрастает по от-
ношению к частоте колебаний геометрически 
идеального кольца. Такая специфическая осо-
бенность обнаружена и в другой работе при 
численном изучении совместного влияния 
начальных отклонений от идеальной круговой 
формы и присоединенной массы [27]. 

На рис. 5 представлены сопряженные фор-
мы колебаний незагруженного кольца (а–г) и 
кольца с присоединенной массой (д–з). Точкой 
обозначено место крепления дополнительной 
массы. 

Проведенное исследование и анализ рис. 5. 
позволили сделать вывод о том, что эффект 
снижения частоты в численном решении, как и в 
уточненном аналитическом, зависит не только 
от значения присоединенной массы, но и от гео-
метрических и волновых параметров кольца. 

Частоты, соответствующие радиальным 
формам колебаний, в численном расчете не 
рассматривались, поскольку в задачах колеба-
ний кольца с присоединенной массой они воз-
никают на высших частотах спектра, что выхо-
дит за практическую значимость исследований. 
Однако, учет именно радиальных колебаний в 
математической модели меняет представление 
о динамическом поведении колец на низших 
частотах спектра. 

При движении кольца с большей из расщеп-
ленных собственных частот 2nλ  форма его ко-
лебаний синусоидальная (как и у кольца без 
массы), и масса, при этом, неподвижна (ее по-
ложение по окружности совпадает с узлом 
формы). Если кольцо совершает колебания с 
меньшей из расщепленных собственных частот 

1,nλ  то форма его колебаний преимущественно 
косинусоидальная, а масса подвижна. Кроме 
того, наблюдается небольшое смешение ампли-
туд окружных волн к центру кривизны кольца, 
несущего присоединенную массу, что свиде-
тельствует о наличии радиальных колебаний, 
которые учтены в новом аналитическом реше-
нии [28, 42–44]. 

В таблице приведено сопоставление абсо-
лютных значений низших частот колебаний 

кольца с присоединенной массой, вычисленных 
по предлагаемой методике (выражение (2))  
и МКЭ. 

Таким образом, предложенная математиче-
ская модель дает приемлемые результаты при 
условии 4,n >  которое, практически всегда вы-
полняется для оболочек конечной длины. 

Выводы 
1. Предложенный подход к построению ма-

тематической модели колебаний оболочки, не-
сущей присоединенную массу, позволил уста-
новить, что присоединенная масса является тем 
фактором динамической асимметрии, который 
уже в линейной постановке приводит к рас-
щеплению изгибного частотного спектра и 
инерционному взаимодействию сопряженных 
изгибных форм колебаний с радиальными. Ха-
рактеристическое уравнение, соответствующее 
полученной системе модальных уравнений, 
определяет три частоты: двум из них соответ-
ствуют преимущественно изгибные, а третьей — 
в основном радиальные формы колебаний. Эф-
фект снижения меньшей из расщепленных соб-
ственных частот преимущественно изгибных 
колебаний зависит не только от значения присо-
единенной массы, но и от геометрических и вол-
новых параметров бесконечно длинной оболоч-
ки (изолированного кольца). Большая из рас-
щепленных собственных частот и в новом, и в 
традиционном решениях равна единице, т. е. 
равна частоте колебаний незагруженного коль-
ца, а в численном решении близка к единице. 

2. Выявлено, что частоты и амплитуды пре-
имущественно радиальных и изгибных колеба-
ний могут быть соизмеримы. Это означает, что 

Сопоставление значений частот 

Число 
окружных 

волн n 

Частота λ 1,n  Гц 
Расхождение 

Δ, % Предлагаемая 
методика МКЭ 

2 4,5 2,9 35,3 
3 9,6 8,2 14,3 
4 17,1 15,8 7,2 
5 27 25,7 4,5 
6 39,4 38,0 3,4 
7 54,2 52,6 2,9 
8 71,1 69,5 2,3 
9 90,1 88,7 1,5 
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при динамическом воздействии на оболочку 
эффект резонанса может возникать не только 
на частотах изгибных колебаний, но и при 
близких им частотах, соответствующих ради-
альным формам колебаний. Данные обстоя-
тельства свидетельствуют о необходимости уче-
та осесимметричных колебаний в конечномер-

ной модели оболочек с инерционными неодно-
родностями. 

3. Полученные результаты качественно со-
гласуются с известными экспериментальными 
и расчетными данными и могут быть обобще-
ны для случая колебаний оболочек конечной 
длины. 
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