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Исследованы области существования неэвольвентных зацеплений зубчатых передач с 
пересекающимися и перекрещивающимися осями, которые являются важнейшими 
составными частями многих механизмов и машин. Полностью раскрыть геометро-
кинематические возможности зацеплений позволяет метод их синтеза в обобщающих 
параметрах в обобщенной области существования с помощью локальных областей 
существования, соответствующих определенному комплексу геометро-кинематичес-
ких показателей контакта зубьев. Однако в научной литературе нет сведений о зако-
номерностях в этих областях, без чего невозможны эффективный анализ зацеплений 
и выбор наиболее рационального варианта зацепления для тех или иных условий ра-
боты зубчатых передач различных видов. Представлены результаты исследований об-
ластей существования неэвольвентных зацеплений, синтезируемых на базе цилин-
дрического эвольвентного исходного звена — зацеплений цилиндроконических пере-
дач в обобщающих параметрах. Дана сравнительная характеристика областей 
существования зацеплений плоскоколесной и червячно-винтовой зубчатой передач, 
представляющих собой два граничных случая цилиндроконических передач. Введены 
понятия виртуального исходного звена общего вида и обобщающих координат не-
эвольвентных зацеплений, синтезируемых на его базе. Приведены предполагаемые 
формы обобщенных и локальных областей существования таких зацеплений. Описа-
ны способы управления геометро-кинематическими показателями контакта зубьев на 
стадии синтеза неэвольвентных зацеплений в обобщающих параметрах. Полученные 
результаты позволят определять наиболее благоприятный комплекс геометро-
кинематических показателей контакта зубьев для заданных условий работы неэволь-
вентных зубчатых передач различных видов. 
Ключевые слова: неэвольвентные зубчатые зацепления, исходное звено, обобщаю-
щие параметры, обобщенная область существования зацепления, локальная область 
существования зацепления. 

The objects of this research are areas of existence of non-involute gearings in gears with 
non-parallel axes, which are an important part of many mechanisms and machines. To fully 
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utilize the geometric-kinematic capabilities of the gearings, a synthesis method is used.  It is 
applied in generalizing parameters in a generalized area of existence using localized areas of 
existence corresponding to specific geometric-kinematic indicators of tooth contact. 
However, there is no information on the relationships in these areas in the literature; 
therefore, it is impossible to effectively analyze the gearings and select the most rational 
option for different operating conditions of various types of gears. This paper presents the 
results of the research of the areas of existence of non-involute gearings synthesized on the 
basis of the cylindrical involute basic link (gearings of cylindrical-conical gears in 
generalizing parameters). The areas of existence of gearings of flat-wheel and worm-helical 
gears are compared.  These gears represent two boundary cases of cylindrical-conical gears. 
The concepts of a general virtual basic link and the generalizing coordinates for non-
involute gearings, synthesized on the basis of the link, are introduced. The assumed forms of 
generalized and localized areas of existence of such gearings are present. The methods 
controlling the geometric-kinematic indicators of tooth contact at the synthesis stage of 
non-involute gearings in generalizing parameters are presented. The results obtained make 
it possible to determine the most favorable set of geometric-kinematic indicators of the 
tooth contact for given operating conditions of non-involute gears of various kinds. 

Keywords: non-involute gearing, basic link, generalizing parameters, generalized area exist-
ence of gearing, local area existence of gearing. 

Первые обобщающие исследования геометрии 
неэвольвентных зацеплений были выполнены 
Я.С. Давыдовым [1]. Он установил, что по фор-
ме поверхности вершин, при которой обеспе-
чивается гарантированный минимальный и 
постоянный радиальный зазор в зацеплении, 
неэвольвентные колеса могут быть криволи-
нейной (общий случай), конической (если ме-
жосевое расстояние равно нулю) и «плоской» 
формы (если межосевой угол составляет 90). 
Вместе с тем независимо от этого, все неорто-
гональные зубчатые передачи объединены 
Я.С. Давыдовым под общим названием «ци-
линдроконические передачи», исходя из наибо-
лее простых форм заготовок колес. 

Разработке теоретических основ автомати-
зированного (компьютерного) проектирования 
неэвольвентных цилиндроконических зубчатых 
передач традиционным методом на базе стан-
дартного исходного контура с исследованием 
геометрии и кинематики контакта зубьев по-
священы работы Ф.Л. Литвина [2, 3], Б.А. Лопа-
тина [4–6] и Е.А. Полуэктова [7]. 

Технико-эксплуатационные характеристики 
зубчатых передач в значительной степени зави-
сят от комплекса геометро-кинематических по-
казателей контакта зубьев. В этот комплекс 
входят:  

коэффициент перекрытия;  
суммарная длина контактных линий; приве-

денный радиус кривизны активных поверхно-
стей зубьев и угол между их главными нор-
мальными сечениями;  

размеры и угол, определяющий положение 
площадки мгновенного контакта;  

составляющие скоростей качения и сколь-
жения зубьев в общей касательной плоскости к 
их активным поверхностям по осям площадки 
мгновенного контакта. 

Для полного раскрытия геометро-кинемати-
ческих возможностей эвольвентных зубчатых 
зацеплений Э.Б. Вулгаков разработал метод и 
теорию их синтеза в обобщающих параметрах 
[8], а для полного раскрытия геометро-
кинематических возможностей неэвольвентных 
зубчатых зацеплений — основы их синтеза в 
обобщающих параметрах [9, 10]. 

В.И. Гольдфарб предложил выполнять син-
тез зацепления передачи любого вида на базе 
исходного (огибаемого) звена при заданных 
значениях независимых параметров, характе-
ризующих схему передачи и определяющих за-
кон движения ее звеньев, их относительное 
расположение, форму и размеры начальной 
поверхности исходного звена [11]. 

В работах [9, 10] показано, что геометрию 
неэвольвентного зацепления с эвольвентным 
исходным звеном при заданном значении диа-
метра основной окружности db, принимаемого 
в качестве масштабного фактора передачи, 
полностью характеризуют два обобщающих 
параметра (рис. 1): 

• текущий торцовый угол зацепления tw,  
задающий положение нормалей к торцовым 
профилям зубца (зуба без переходной поверх-
ности) исходного звена в точках контактной 
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линии в неподвижной системе коорди-
нат xOyw; 

• текущий торцовый угол профиля y, опре-
деляющий положение точек контактной линии 
на этих нормалях. 

Исходя из сформулированных в работе [9] 
аксиом, обобщенная область существования 
зацепления (ООСЗ) с эвольвентным исходным 
звеном в системе обобщающих координат 
tw, y определяется совокупностью значений  
независимых параметров схемы передачи, 
числом зубцов исходного звена и их относи-
тельной толщиной на окружности вершин 
(в долях db). 

При заданных в ООСЗ значениях обобщаю-
щих координат одной из крайних точек по-
верхности зацепления на вершине зубца исход-
ного звена однозначно определяется локальная 
область существования зацепления (ЛОСЗ). 
Указанная точка называется определяющей 
точкой ЛОСЗ. 

Цель работы — установить общие законо-
мерности обобщенных и локальных областей 
существования неэвольвентных зацеплений, 
образуемых на базе эвольвентного и неэволь-
вентного исходных звеньев, что позволит про-
ектировать цилиндроконические, плоскоколес-
ные и червячно-винтовые передачи с наиболее 
благоприятным комплексом качественных по-
казателей зацепления для различных условий 
работы. 

На рис. 2 показаны возможные формы 
обобщенной и локальной областей существова-
ния неэвольвентных зацеплений с цилиндриче-
ским эвольвентным исходным звеном, имею-
щим внутренние (а) и внешние (б) зубцы [10]. 

Граничная линия gc ООСЗ определяет точки, 
соответствующие началу интерференции осно-
вания неэвольвентного зубца огибающего звена 
с вершиной зубца исходного звена. Кривые s на 
ООСЗ, называемые локальными кривыми за-
острения, определяют точки, соответствующие 
заострению неэвольвентного зубца по всей 
длине. Граничные линии ,sg  sg  ООСЗ являют-
ся геометрическим местом их крайних точек, в 
которых y = a (a — торцовый угол профиля 
на окружности вершин зубцов исходного зве-
на). Вершины St кривых s лежат на биссектрисе 
прямого угла twОy — делительной прямой 
ООСЗ, точки которой определяют возможные 
полюса зацеплений, так как в них y = tw. 

 
Рис. 1. Схема к понятию об обобщающих параметрах 

неэвольвентных зацеплений с эвольвентным  
исходным звеном 

 

 
Рис. 2. Возможные формы ООСЗ (OGcGsOGsG0)  

и ЛОСЗ с цилиндрическим эвольвентным исходным 
 звеном, имеющим внутренние (а) и внешние (б) 

 зубцы 
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ООСЗ определяет множество огибающих 
поверхностей неэвольвентных зубцов предель-
ной конфигурации по заострению (на рис. 2 
показан ряд локальных кривых заострения s). 

В отличие от обобщенной области существо-
вания плоского эвольвентного зацепления [8] 
обобщенная область существования простран-
ственного неэвольвентного зацепления имеет 
совершенно иной смысл. Первая определяет в 
системе обобщающих координат эвольвентных 
профилей зубцов их предельные параметры по 
высоте в соответствующем сечении плоской по-
верхности зацепления. Вторая задает предель-
ные параметры неэвольвентных зубцов по высо-
те и длине в системе обобщающих координат 
точек неплоской поверхности зацепления. 

Точка Ax на рис. 2, являющая определяющей 
точкой ЛОСЗ, имеет координаты tw = tw max и 
y = a. Линия p ЛОСЗ соответствует нижним 
точкам активной поверхности зубцов исходно-
го звена, определяемым торцовым углом про-
филя y = p. Каждая из этих точек является 
точкой контакта зубца исходного звена с вер-
шиной зубца огибающего звена. 

Если Ax — точка входа зубцов исходного и 
огибающего звеньев в зацепление, то точкой 
выхода из него является точка Pn с координата-
ми tw = tw min и y = p. 

В результате исследований областей суще-
ствования неэвольвентных цилиндро-коничес-
ких зацеплений установлено следующее: 

• граничная линия gs ООСЗ, соответствую-
щая заострению зубцов неэвольвентного ко-
нического колеса со стороны большего диа-
метра, имеет характерную точку G0, в которой 
она пересекается с осью ординат, когда исход-
ное звено выполнено с внутренними зубцами 
(рис. 3, а), и с осью абсцисс, когда — с внеш-
ними (рис. 3, б); 

• граничная линия sg  ООСЗ, соответствую-
щая заострению зубцов неэвольвентного кони-
ческого колеса со стороны меньшего диаметра, 
имеет характерную точку 0 ,G  в которой она 
пересекается с осью абсцисс, когда исходное 
звено выполнено с внутренними зубцами 
(см. рис. 3, а), и с осью ординат, когда — 
с внешними (см. рис. 3, б); 

• линия sg  имеет характерную точку  ,tG  в 
которой у нее существует общая касательная с 
локальной кривой заострения неэвольвентных 
зубцов s — вертикальная, когда исходное звено 
имеет внутренние (см. рис. 3, а) зубцы, и гори-
зонтальная, когда — внешние (см. рис. 3, б); 

• вершине St (экстремуму) кривой s соответ-
ствует точка пересечения кривых, образующих 
впадину между зубцами исходного звена в тор-
цовом сечении; 

• предельный размер ЛОСЗ по заострению 
неэвольвентных зубцов при заданном значении 
ординаты a точки Ax (см. рис. 2) определяет 
значение амплитуды yd кривой s, равное  
yst – a, где yst — ордината точки St (см. рис. 3); 

• если исходное звено выполнено с внутрен-
ними зубцами, то амплитуда yd достигает мак-
симального значения yd max при a  0, и с уве-
личением a уменьшается (см. рис. 3, а); 

• если исходное звено имеет внешние зубцы, 
то амплитуда yd достигает максимального зна-
чения yd max при yst  0 (см. рис. 3, б); 

 
Рис. 3. Схемы к анализу функций граничных линий 
ООСЗ и ЛОСЗ с эвольвентным исходным звеном,  

имеющим внутренние (а) и внешние (б) зубцы 
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• если исходное звено выполнено с внешни-
ми зубцами, то с увеличением a (a > yd max) 
амплитуда yd уменьшается (см. рис. 3, б); 

• если исходное звено имеет внешние зубцы, 
то при a < yd max вершина St кривой s выходит 
за пределы области существования зацепления, 
понятие амплитуды кривой s в пределах ООСЗ 
теряет смысл, кривизна кривой s изменяет знак 
и у нее появляется характерная точка S0 пересе-
чения с осью tw (см. рис. 3, б); 

• если исходное звено выполнено с внеш-
ними зубцами, то при a < yd max c уменьшени-
ем a кривая s приближается к граничной ли-
нии gs и при a  0 превращается в точку G0 
(см. рис. 3, б). 

На рис. 4 показаны характерные изменения 
ЛОСЗ, которые происходят при переходе зна-
чений a через границы, соответствующие ха-
рактерным точкам граничных линий ООСЗ, а 
также характерной точке S0 локальной кривой 
заострения s при изменении значения a. 

Из приведенных схем видно, в каких диапа-
зонах следует выбирать значения обобщающих 
координат определяющей точки локальной об-
ласти существования зацепления, чтобы найти 
наибольшую по ширине, по периметру или 
площади ЛОСЗ. 

Наибольшая по ширине локальная область 
существования неэвольвентного зацепления с 
внутренними эвольвентными зубцами исходно-
го звена определяется в диапазоне ygc < a < 
< yg0, а наибольшая по периметру или по пло-
щади ЛОСЗ — в интервале ygt < a < ygc, где 
ygc — ордината точки Gc; yg0 — ордината точ-
ки G0; ygt — ордината точки .tG  

Наибольшая по периметру или площади ло-
кальная область существования неэвольвентно-
го зацепления с внешними эвольвентными зуб-
цами исходного звена определяется при a < 
< yd max. Очевидно, что чем больше периметр 
ЛОСЗ, тем выше коэффициент перекрытия, а 
чем больше площадь ЛОСЗ, тем значительнее 
суммарная длина контактных линий. 

Практический интерес представляют два гра-
ничных случая цилиндроконических передач, 
когда коническое колесо вырождается 

1) в цилиндрическое; 
2) в «плоское». 
Сравнивая ООСЗ и ЛОСЗ плоскоколесной 

(рис. 5, а) [12] и червячно-винтовой (рис. 5, б) 
передач [13], устанавливаем следующее: 

• граничная кривая gc ООСЗ и линия p ЛОСЗ 
имеют кривизны разного знака; 

• локальная кривая заострения s в первом 
случае расположена внутри ООСЗ (слева от 
кривой gs), а во втором — вне ООСЗ (справа от 
кривой gs), причем кривизна ее изменяется. 

В связи с совершенствованием технологиче-
ских процессов формообразования зубчатых 
колес и в свете фундаментальной проблемы со-
здания низкоэнергоемких, высокоресурсных и 
высокоточных механизмов настало время вве-
сти понятие виртуального исходного звена об-
щего вида и сформулировать с учетом этого 
общие принципы управления геометро-
кинематическими показателями контакта зубь-
ев на стадии синтеза неэвольвентных простран-
ственных зубчатых зацеплений. 

 
Рис. 4. Характерные изменения ЛОСЗ  

с внутренними (а) и внешними зубцами (б)  
эвольвентного исходного звена при изменении  

значений a 
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Виртуальным исходным звеном общего вида 
предлагается считать зубчатую поверхность, 
получаемую в процессе виртуального формо-
образования поверхностью производящей зуб-
чатой рейки с заданным (в общем случае — 
криволинейным) профилем зубцов, перемеща-
емой по определенной (в общем случае — кри-
волинейной) траектории. Эта поверхность мо-
жет быть поверхностью внешних или внутрен-
них зубцов в зависимости от того, с какой 
стороны от нее находится тело реального ис-
ходного звена. Внешние зубцы целесообразно 
нарезать на станках с числовым программным 
управлением (ЧПУ) червячной фрезой, а внут-
ренние можно либо нарезать на станках с ЧПУ 
долбяком, либо получать на 3D-принтере. 

Реальная поверхность вершин зубцов ис-
ходного звена в общем случае является криво-
линейной, а в частных случаях — конической 
или цилиндрической. Если производящая рей-
ка имеет прямолинейный торцовый профиль 
зубцов и перемещается по прямолинейной тра-
ектории вдоль образующей конической по-
верхности, то получаем так называемое эволь-
вентно-коническое зубчатое колесо. Перспек-
тивы применения зубчатых передач с такими 
колесами описаны в работе [14]. 

В общем случае кинематического огибания 
воспроизводится зубчатое колесо с перемен-
ным коэффициентом смещения вдоль его оси. 
Задача заключается в обоснованном определе-
нии вида функции коэффициента смещения, 
аргументом которой является аппликата w тор-
цового сечения исходного звена (см. рис. 1). 
Конечная цель — получение наиболее благо-
приятного комплекса геометро-кинематичес-
ких показателей контакта зубьев для каждой 
схемы зубчатой передачи. Но сначала необхо-
димо установить влияние на эти показатели 

вида функций граничных линий и обобщаю-
щих координат определяющей точки ЛОСЗ. 

Неэвольвентный профиль зубца исходного 
звена теоретически может быть образован пе-
рекатыванием по некоторой (условно основ-
ной) окружности отрезка некоторой кривой 
линии f (x, y) = 0 (рис. 6), в частности, дуги 
окружности, ветви параболы, гиперболы и др., 
а практически — методом обкатки заготовки 
производящей рейкой с соответствующим 
профилем зубцов. 

Перекатываемая кривая может состоять из 
нескольких участков различной формы. В об-
щем случае ее можно задать набором точек  
с определенным шагом дискретности, а соот-
ветствующий профиль зубцов — на станках  
с ЧПУ. 

На основании вышеизложенного легко 
предположить, что геометрия неэвольвентно-
го зацепления в общем случае будет полно-
стью определяться значениями следующих 
обобщающих координат точек поверхности 
зубца исходного звена в его торцовых сечени-
ях (см. рис. 6): 

• торцового угла зацепления tw, определя-
ющего угловое положение нормали n и каса-
тельной  к торцовому профилю зубца в непо-
движной системе координат xOy; 

• торцовых углов профиля х и у, опреде-
ляющих расстояния rn и r от оси исходного 
звена до нормали и касательной к торцовому 
профилю зубца в точке окружности текущего 
радиуса ry; 

• относительной толщины зубца на окруж-
ности вершин в долях диаметра наибольшей 
основной окружности dbmax — масштабного 
фактора зубчатой передачи. 

 
Рис. 5. Особенности ООСЗ и ЛОСЗ  

плоскоколесной (а) и червячно-винтовой (б)  
зубчатых передач 

 

 
Рис. 6. Схема к образованию торцового профиля 

зубца исходного звена общего вида 
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Радиус начальной окружности rw предлага-
ется выбирать бо2льшим или равным радиусу 
окружности вершин зубцов, т. е. область их 
профилирования в каждом торцовом сечении 
ограничивать начальной окружностью, а в про-
странстве — начальной поверхностью. 

Вид функции f (x, y) = 0 в торцовом сечении 
исходного звена зависит от вида функции, ли-
нии перекатываемой по основной окружности. 
Если эту функцию выбирать по какому-либо 
критерию качества зацепления, то наоборот, она 
определит функцию перекатываемой по основ-
ной окружности линии. Если заготовка цилин-
дрическая, то используем основной цилиндр, а 
если коническая — основной конус. Во втором 
случае радиусы основных окружностей торцо-
вых сечений будут зависеть от угла конуса. 

Функцию образующей поверхности вершин 
зубцов исходного звена и связанную с ней 
функцию изменения коэффициента смещения 
в зависимости от аппликаты торцового сечения 
предлагается выбирать путем анализа инерци-
онных зон касания производящей и воспроиз-
водимой поверхностей на стадии компьютер-
ного проектирования различных видов зубча-
тых передач. Основной критерий — качество 
локализованного контакта зубьев, при котором 
исключается их кромочное касание вследствие 
погрешностей изготовления и монтажа зубча-
тых колес, а также снижается вероятность ин-
терференции вследствие деформаций элемен-
тов механизма [15]. 

Если в любом торцовом сечении исходного 
звена х = y, то получаем неэвольвентное за-
цепление с эвольвентным, в частности с цилин-
дрическим, исходным звеном, а изложенная в 
работе [10] теория синтеза неэвольвентных за-
цеплений в обобщающих параметрах может 
рассматриваться как частный случай более об-

щей теории, основы которой заложены в этой 
статье. 

Таким образом, синтез неэвольвентных за-
цеплений на базе эвольвентного исходного зве-
на должен выполняться в системе двух обоб-
щающих координат (tw, у), а синтез неэволь-
вентных зацеплений на базе неэвольвентного 
исходного звена — в системе трех обобщающих 
координат (tw, y, x). 

Выводы 
1. На основании выполненных исследований 

можно утверждать, что комплексом геометро-
кинематических показателей контакта зубьев 
неэвольвентных пространственных зубчатых 
зацеплений на стадии синтеза можно управлять 
путем изменения: 

• обобщающих координат точек входа зубьев 
в зацепление и/или выхода из него в пределах 
ООСЗ; 

• формы граничной линии ЛОСЗ, соответ-
ствующей точкам поверхности вершин зубьев 
огибающего звена, и значений абсцисс ее край-
них точек с ординатой a; 

• формы торцового профиля зубцов исход-
ного звена в пределах ООСЗ и ЛОСЗ. 

2. Использование понятия виртуального ис-
ходного звена общего вида и компьютерный 
синтез на его базе неэвольвентных зубчатых 
зацеплений в обобщенной области существова-
ния с применением результатов проведенных 
исследований позволит расширить границы 
улучшения технико-эксплуатационных показа-
телей существующих видов зубчатых передач и 
открывает возможности для создания новых 
видов высокоресурсных и высокоточных зубча-
тых механизмов в широком диапазоне нагрузок 
и скоростей. 
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