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Использование винтовых цилиндрических пружин в качестве гибких связей, шнеков 
и инструментов для измельчения и просеивания различных материалов приводит к 
сложным геометрически нелинейным краевым задачам механики гибких стержней. 
Решить такие задачи в общем случае можно только численными методами, которые 
вносят в получаемые результаты трудно контролируемые погрешности. В статье 
предложен способ оценки указанных погрешностей с помощью закона сохранения, 
основанного на модификации кинетической аналогии Кирхгофа. Тождественное со-
отношение, следующее из аналогии уравнений движения твердого тела с одной непо-
движной точкой и уравнений больших перемещений гибких стержней, распростра-
няется на случай винтовых цилиндрических пружин, несущих распределенные 
нагрузки. Учет распределенных нагрузок существенно расширяет область примене-
ния кинетической аналогии Кирхгофа. Показано, что разработанная модификация 
является следствием уравнений равновесия и соотношений упругости пружины. Це-
лесообразность использования предложенного соотношения для контроля численно-
го расчета больших перемещений пружин, несущих распределенные нагрузки, проде-
монстрирована на примере. 

Ключевые слова: винтовая цилиндрическая пружина, большие перемещения, нели-
нейная краевая задача, кинетическая аналогия Кирхгофа, закон сохранения. 

The use of cylindrical spiral springs as flexible connectors, screws and tools for milling and 
sifting different materials leads to complex geometric non-linear boundary value problems 
in mechanics of flexible rods. In general, such problems can only be solved by numerical 
methods, which make the results subject to errors that are difficult to control.  This paper 
proposes a method of estimating these errors by using the conservation law, based on a 
modification of Kirchhoff's kinetic analogy. The identical relation, following the analogy of 
the equations for rigid body motion with one fixed point and the equations of large dis-
placements in flexible rods, applies to the case of helical cylindrical springs carrying distrib-
uted loads. Accounting for the distributed loads significantly expands the range of applica-
tion of Kirchhoff’s kinetic analogy. It is shown that the proposed modification results from 
the equilibrium equations and the ratio of elasticity of the spring. The feasibility of using the 
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proposed methodology for controlling numerical calculation of large displacements of the 
springs carrying the distributed load is demonstrated by an example. 

Keywords: helical cylindrical spring, large displacement, nonlinear boundary value prob-
lem, Kirchhoff’s kinetic analogy, conservation law. 

Винтовые цилиндрические пружины можно 
использовать не только как упругие элементы, 
но и в качестве гибких связей, шнеков и ин-
струментов для измельчения и просеивания 
различных материалов. Такое нетрадиционное 
применение пружин приводит к необходимо-
сти решения нелинейных краевых задач меха-
ники гибких стержней, перемещения и размеры 
которых сопоставимы. Некоторые методы ре-
шения таких задач сводятся к суммированию 
малых приращений, что может вызвать накоп-
ление ошибок (метод последовательных нагру-
жений в статике, численное интегрирование по 
времени в динамике). 

Цель работы — разработка средства кон-
троля численного решения нелинейной крае-
вой задачи для цилиндрической пружины, 
нагруженной не только по краям, но и распре-
деленной нагрузкой. При этом последняя мо-
жет быть вызвана любыми причинами: взаимо-
действием пружины с обрабатываемой средой 
или с внешним потоком, вибрациями, враще-
нием, движением с ускорением и т. п. 

В середине XIX века Густав Кирхгоф обратил 
внимание на то, что задача о движении твердого 
тела с одной неподвижной точкой и задача о 
больших перемещениях гибкого стержня при-
водят к одинаковым системам дифференциаль-
ных уравнений. Поскольку уравнения совершен-
но идентичны (с точностью до обозначений), их 
решения также должны быть одинаковыми. Эта 
теорема получила название «кинетическая ана-
логия Кирхгофа» [1] и достаточно часто приме-
няется в аналитических и численных исследова-
ниях [2–7]. 

Согласно аналогии Кирхгофа, закон сохра-
нения механической энергии для вращающего-
ся твердого тела может быть преобразован в 
следующее тождество из механики гибких 
стержней: 

     
2 2 2
1 2 3

1
11 22 33

const,
2 2 2
M M M Q
A A A

 (1) 

где M1 — крутящий момент; A11 — жесткость 
сечения на кручение; M2, M3 — изгибающие 
моменты; A22, A33 — жесткости сечения на из-
гиб; Q1 — осевая сила (здесь и далее обозначе-

ния и терминология соответствуют или близки 
к используемым в работе [8]). 

Сумма первых трех слагаемых в выраже-
нии (1) является аналогом кинетической энер-
гии вращения твердого тела, слагаемое Q1 — 
аналогом потенциальной энергии. Формула (1) 
справедлива для прямолинейного в исходном 
состоянии стержня постоянного сечения, кото-
рый изгибается и закручивается силами и мо-
ментами, приложенными по краям стержня. 
Распределенные нагрузки в соотношении (1) не 
предусмотрены. 

На стержни, имеющие кривизну и/или кру-
чение в начальном состоянии, к которым отно-
сится и цилиндрическая пружина, кинетиче-
ская аналогия Кирхгофа была распространена 
Джозефом Лармором в 1884 г. ([1, с. 417]). По-
лученный им закон сохранения в обозначениях 
книги [8] имеет вид 

  æ 
2 2 2
1 2 3

10 1
11 22 33

+ + 
2 2 2
M M M M
A A A

 

  æ æ  20 2 30 3 1+ + const,M M Q   (2) 

где æ10, æ20, æ30 — проекции вектора кривизны 
недеформированного стержня на главные оси 
сечения. 

Все коэффициенты в этом выражении (2) 
должны быть неизменными. Постоянство ве-
личин æ10, æ20, æ30 означает, что тождество (2) 
применимо для стержня, выполненного: 

• прямолинейным (в том числе естественно 
закрученным); 

• с осью, имеющей форму дуги окружности; 
• в виде винтовой цилиндрической пру-

жины. 
Как указано в работе [1], и в этом случае 

(æi0 = const) для гибкого стержня может быть 
подобран аналог из динамики (система из двух 
соединенных друг с другом вращающихся твер-
дых тел). При этом сохранять за соотношением 
(2) название «аналогия Кирхгофа» не совсем 
логично, так как последняя становится доволь-
но запутанной и не такой информативной, как 
в случае, описываемом выражением (1). Факти-
чески соотношение (2) является интегралом 
системы дифференциальных уравнений боль-
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ших перемещений гибкого стержня и имеет 
самостоятельное значение, поэтому авторы ста-
тьи предлагают закрепить за ним название 
«интеграл Кирхгофа–Лармора». 

Нагрузки в виде сил и моментов, соответ-
ствующие выражению (2), должны быть при-
ложены только по краям стержня, как и в слу-
чае, определяемом соотношением (1). Распре-
деленные нагрузки интегралом Кирхгофа–
Лармора не предусмотрены. 

 
Модификация интеграла Кирхгофа–Лармора 
(учет распределенных нагрузок). По теме рас-
чета больших перемещений винтовых цилин-
дрических пружин за последние два десятиле-
тия вышло множество работ, но тождество (2) в 
них практически не встречается, можно ска-
зать, что его незаслуженно забыли (при этом 
кинетическая аналогия Кирхгофа в исходной 
формулировке и тождество (1) упоминаются не 
так уж редко). 

По мнению авторов, одной из причин недо-
статочной популярности интеграла Кирхгофа–
Лармора в форме (2) является довольно огра-
ниченный набор возможных нагрузок: силы и 
моменты могут быть приложены лишь по кра-
ям пружины. Учет распределенных нагрузок — 
аэродинамических от потока жидкости или га-
за, инерционных, собственного веса и т. п. — 
позволил бы резко расширить область приме-
нения закона сохранения (2) почти на все зада-
чи, важные для практики. 

Ожидается, что учет распределенных нагру-
зок не должен существенно изменить общую 
форму выражения (2), поэтому для вывода мо-
дификации интеграла Кирхгофа–Лармора до-
статочно продифференцировать левую часть 
формулы (2) по осевой координате стержня и 
скомбинировать полученный результат с урав-
нениями равновесия и упругости стержня. 

Обозначим левую часть выражения (2) сим-
волом W: 

  
æ

æ æ

  



2 2 2
1 2 3

10 1
11 22 33

20 2 30 3 1

+ +
2 2 2

+ + .

M M MW M
A A A

M M Q
 

При отсутствии распределенных нагрузок вы-
полняется закон сохранения (2), т. е. W = const, 
но если распределенные нагрузки не равны ну-
лю, то величина W не обязана оставаться кон-
стантой. 

Дифференцирование W по дуге стержня 
проводится элементарно: 

           
   

1 1 2 2
10 20

11 22
æ ædW M dM M dM

ds A ds A ds
 

      
 

3 3 1
30

33
,æM dM dQ

A ds ds
  (3) 

где s — осевая координата стержня. 
Согласно работе [8], уравнения равновесия 

сил и моментов гибкого стержня в проекциях 
на главные оси сечения имеют вид 
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  (5) 

где q1, q2, q3 — распределенные по дуге стержня 
нагрузки в проекциях на главные оси сечения; 
Q2, Q3 — поперечные силы; æ1, æ2, æ3 — проек-
ции вектора кривизны деформированного 
стержня на главные оси сечения. 

Проекции вектора кривизны на главные оси 
сечения в исходном и деформированном состо-
яниях связаны соотношениями упругости 

  

 
 
 

 
  


 
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3 33 3 30

æ æ
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æ æ

;

;

.

M A

M A
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  (6) 

Из выражений (6) следует, что слагаемые, 
сгруппированные скобками в выражении (3), 
могут быть заменены на æ1, æ2, æ3: 

     1 2 3 1
1 2 3 .æ æ ædW dM dM dM dQ

ds ds ds ds ds
  (7) 

Если первое из уравнений (5) умножить на 
æ1, второе — на æ2, третье — на æ3 и сложить 
результаты, то получается тождество 
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     1 2 3
1 2 3 2 3 3 2 ,æ æ æ æ 0ædM dM dM Q Q

ds ds ds
 

из которого следует, что формула (7) может 
быть представлена в следующем виде: 

      1
2 3 3 2 1æ æ ,dW dQQ Q q

ds ds
  (8) 

где учтено первое из уравнений равновесия (4). 
Интегрирование левой и правой части вы-

ражения (8) по дуге стержня приводит к равен-
ству 

     
2 2 2
1 2 3

10 1 20 2
11 22 332

æ æ
2 2

M M M M M
A A A

   

     30 3 1 1
0

const.æ
s

M Q q ds   (9) 

Для соотношения (9) предлагается название 
«модифицированный интеграл Кирхгофа–
Лармора». Продемонстрированный здесь вы-
вод соотношения (9) существенно упрощен по 
сравнению с проведенным в работе [9], где учет 
распределенных нагрузок в данном законе со-
хранения был выполнен впервые. 

Таким образом, учет распределенных нагру-
зок свелся всего лишь к добавлению в левую 
часть выражения (2) слагаемого  

  1
0

,
s

q ds   

которое можно рассматривать и как неопреде-
ленный интеграл  

  1 .q ds   

Для удобства левую часть соотношения (9) обо-
значим *:W  

   *
1

0

.
s

W W q ds  

Тогда модифицированный закон сохранения, 
учитывающий распределенные нагрузки, при-
нимает вид 

 * const.W  

Все величины в правой части выражения (9) 
представлены в проекциях на главные оси по-
перечного сечения стержня (локальная система 
координат, связанная с текущим сечением). Это 
становится неудобным при расчете стержня в 

неподвижной декартовой системе координат. 
В связи с этим соотношение (9) целесообразно 
представить в инвариантной векторно-тензор-
ной форме записи, которая пригодна для любой 
системы координат: 

           1
1 1

0

1
2

s

ds0M A M M L e Q e qæ  

  const,   (10) 

где M и Q — векторы внутренних моментов и 
сил в сечении; A–1 — тензор податливости сече-
ния в деформированном состоянии; L — тензор 
поворота сечения; 0æ  — вектор кривизны в 
исходном недеформированном состоянии; 

1e  — орт оси стержня в деформированном со-
стоянии. 

Векторы и тензоры, входящие в состав урав-
нения (10), могут быть выражены через любые 
ортонормированные базисы. Их представление 
в связанных с сечением базисах имеет вид 
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 (11) 

где ei и ei0 — главные орты сечения в деформи-
рованном и исходном состояниях; q — вектор 
распределенной нагрузки; комбинации e1e10 и 
аналогичные им являются диадными (тензор-
ными, внешними) произведениями направлен-
ных отрезков. 

Форма записи закона сохранения (10) осо-
бенно удобна при использовании векторно-
тензорного описания поворотов [10] и вектор-
но-тензорного представления уравнений боль-
ших перемещений гибкого стержня, используе-
мого в работах [11–16]. 

 
Пример применения модифицированного 
интеграла Кирхгофа–Лармора в форме (10). 

В качестве примера выполнен расчет пру-
жины, несущей постоянную распределенную 
нагрузку (рис. 1). 

Пружина жестко заделана с одной стороны и 
оперта на сферический шарнир с другой сторо-
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ны. Исследована пружина со следующими па-
раметрами: 

• модуль упругости материала E = 2·1011 Па; 
• коэффициент Пуассона материала  = 0,3; 
• плотность материала  = 8 000 кг/м3; 
• радиус цилиндра, описывающего пружину 

R = 13,25·10–3 м; 
• диаметр проволоки d = 2,6·10–3 м; 
• угол подъема винтовой линии  = 3,35; 
• количество витков N = 38; 
• равномерно распределенная нагрузка q = 

= 6 Н/м; 

• 
 

  


4 4
11 22 33

π π; .
2 1 μ 32 64

E d dA A A E  

Равномерно распределенную нагрузку, пока-
занную на рис. 1, может вызвать, например, 
движение с постоянным ускорением в сторону, 
противоположную оси x3. 

Геометрия винтовой линии задавалась в 
обычном параметрическом виде: 

  

 
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Вектор распределенной нагрузки в проекци-
ях на неподвижные декартовы оси 

 
 
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0
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q
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Перемещения пружины рассчитывали с по-
мощью системы геометрически нелинейных 
дифференциальных уравнений 18-го порядка, 
систематически применяемой в работе [9]: 

  

     
       
 
    

1
1

2
1 2

3
31

0; ;

0;        ;

,;

d d
ds ds
d d
ds ds

dd
dsds

Q eq e

M ee Q e

e eær e

æ

æ   (13) 

где r  — радиус-вектор оси; æ — вектор кри-
визны в деформированном состоянии стержня. 

Векторы кривизны в деформированном æ и 
исходном 0æ  состояниях связаны векторно-
тензорным соотношением упругости, которое 
аналогично трем скалярным формулам (6): 
    1

0 .L æ A Mæ  

Для винтовой линии (см. рис. 1) вектор кри-
визны в исходном состоянии определяется 
очень просто. Поскольку сечение совершает 
полный оборот 2 вокруг оси x1 на длине одно-
го витка, равной 2R/cos , в декартовых коор-
динатах 
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Граничные условия в векторной форме 
имеют вид 
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Главные орты сечения исходного состоя-
ния, используемые в выражениях (14), опреде-
ляли из уравнения пространственной кривой 
(12) как векторы касательной, нормали и би-
нормали: 

 
Рис. 1. Винтовая пружина, несущая постоянную распределенную нагрузку 
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    
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где 01  — главная кривизна винтовой линии, 
01  = cos2 /R. 
Проекции вектора кривизны в исходном со-

стоянии на главные орты определяются соот-
ношениями 

     
2

10 20 30æ æ æcos sin cos; 0; .
R R

 

Нелинейную краевую задачу для системы 
дифференциальных уравнений (13) с гранич-

ными условиями (14) решали с помощью стан-
дартной процедуры NDSolve программного 
обеспечения Wolfram Mathematica [17]. Пред-
варительно векторные дифференциальные 
уравнения (13) и граничные условия (14) были 
преобразованы к уравнениям в проекциях на 
декартовы оси с помощью процедуры Thread 
того же программного обеспечения (переход к 
проекциям выполнялся для соответствия тре-
бованиям процедуры NDSolve к представлению 
входных данных). Итерационный алгоритм ре-
шения нелинейной краевой задачи встроен 
непосредственно в процедуру NDSolve послед-

 
Рис. 2. Конфигурация деформированной пружины в проекциях на плоскости x1Ox3 (а) и x1Ox2 (б) 

 
Рис. 3. Зависимость компонентов вектора момента 1xM  (1), 2xM  (2) и 3xM  (3) от координаты s 
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них версий Wolfram Mathematica и не вызывает 
необходимости дополнительного программи-
рования. Указанная автоматизация не всегда 
приводит к успеху или иногда находит не то 
решение, которое нужно расчетчику. В этом 
случае необходимо явно применить либо метод 
последовательных нагружений из книги [8], 
либо метод Ньютона в сочетании с шаговым 
увеличением нагрузки в соответствии с реко-
мендациями работ [9, 18, 19]. 

Для рассматриваемой задачи нагрузку q под-
бирали таким образом, чтобы процедура 
NDSolve смогла найти решение за один шаг 
нагружения. В результате получены распределе-
ния векторов Q, M, r, e1, e2, e3 по длине дуги пру-
жины. Конфигурация деформированной пру-
жины представлена двумя проекциями на рис. 2. 

На рис. 3 показано распределение моментов 
по длине дуги пружины в проекциях на непо-
движные декартовы оси. 

Как и ожидалось, наибольшей проекцией 
вектора момента является проекция на ось x2 
(изгиб пружины как эквивалентного стержня). 
При этом средняя линия, проведенная между 
экстремумами кривой 2 ( ),xM s  напоминает па-
раболу, что приближенно соответствует эле-
ментарной теории изгиба балок. 

На рис. 4 приведено распределение по длине 
дуги пружины проекций вектора сил на декар-
товы оси. Следует отметить, что, согласно эле-
ментарной теории изгиба пружин (как эквива-
лентных балок), значение реакции в заделке 
5qsmax/8 = 11,88 Н весьма близко к значе-
нию 3 (0)xQ  11,91 Н, показанному на рис. 4. 

Поскольку орты деформированного состоя-
ния вместе с остальными неизвестными опре-

деляли численным интегрированием, а оно 
вносит погрешности, необходим контроль со-
хранения длины и ортогональности векторов 
e1, e2, e3, который осуществляли на основе сле-
дующей оценки: 

 
         

    

2 2 2 2 2 2 2
1 21 2 3

1/22 2
2 3 3 1

( 1) ( 1) ( 1) ( )

.( ) ( )

e e e e e

e e e e
 

Как видно из рис. 5, длины и ортогональность 
векторов сохраняются с высокой точностью 
(максимальная погрешность    5

max 1,7 10 ).  
Контроль правильности и точности расчета 

в целом выполнен на основе предложенной мо-
дификации интеграла Кирхгофа–Лармора. По 
вычисленным ei(s), Q(s), M(s) и известным век-
торам ei0(s), q, æ0 с учетом формул (11) была 
определена левая часть соотношения (10), т. е. 
W*(s). Результат расчета W*(s) представлен на 
рис. 6. 

Значения W  на рис. 6 изменяются в ин-
тервале от  1W  −4,311281 Дж/м до  2W  
= −4,311279 Дж/м, т. е. ( )W s  отклоняется от 

 
Рис. 4. Зависимость компонентов вектора  

сил 1xQ  (1), 2xQ  (2) и 3xQ  (3) от координаты s 
 

 
Рис. 5. Зависимость погрешности δ расчета ортов e1, e2, e3 от координаты s 
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константы лишь в седьмом знаке. Этот при-
знак позволяет заключить, что точность расче-
та в целом составляет не менее шести знача-
щих цифр. 

Аналогичным образом можно выполнить 
контроль точности расчета для стержней, не-
сущих распределенные нагрузки, ось которых 
в исходном состоянии представляет собой от-
резок прямой линии или участок дуги окруж-
ности. 

Выводы 
1. Показано, что закон сохранения из теории 

больших перемещений гибких стержней, от-
крытый Г. Кирхгофом и распространенный 

Д. Лармором на цилиндрические пружины, 
может быть распространен на случай учета рас-
пределенных нагрузок. При этом вывод основ-
ного соотношения существенно упрощен по 
сравнению с проведенным в работе [9], где та-
кой учет был выполнен впервые. Кроме того, 
представлена векторно-тензорная форма запи-
си соотношения, применимая в любой системе 
координат. 

2. Для уточненного закона сохранения пред-
ложено название «модифицированный инте-
грал Кирхгофа–Лармора». 

3. Разработанная модификация позволяет 
существенно расширить область применения 
указанного закона сохранения почти на все 
важные случаи нагружения цилиндрических 
пружин, а также гибких стержней, имеющих  
в исходном состоянии форму оси в виде отрез-
ка прямой линии или части дуги окружности.  

4. Продемонстрирована целесообразность 
применения модифицированного интеграла 
Кирхгофа–Лармора для проверки правильности 
и оценки точности численного расчета больших 
перемещений винтовых цилиндрических пру-
жин, несущих распределенную нагрузку. 
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