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Предложено обобщение метода моментов, позволяющее анализировать реакцию 
линеаризованной модели конструкции на произвольное аддитивное случайное воз-
действие. При этом не требуется приведения исходной системы уравнений в форме 
Коши к каноническому виду, в соответствии с которым все внешние воздействия 
являются белыми шумами. Таким образом, необходимость в использовании фор-
мирующих фильтров отпадает, а значит, снимаются какие-либо ограничения на ха-
рактер внешних нагрузок, включая стационарность. Известные уравнения моментов 
относительно вектора математических ожиданий и матрицы корреляционных мо-
ментов вектора фазовых координат, справедливые только для канонической формы 
исходного уравнения движения, получаются как частный случай. Фундаментальная 
матрица статистически линеаризованной системы трактуется как мультипликатив-
ный интеграл. Это позволяет построить простой и удобный для численной реализа-
ции алгоритм, основанный на рекуррентных формулах. Результаты проиллюстри-
рованы примером. 
Ключевые слова: метод моментов, статистическая линеаризация, нестационарные 
процессы, каноническая форма уравнений, фундаментальная матрица, мультиплика-
тивный интеграл 

A generalization of the method of moments to analyze the reaction of a linearized model of 
a structure to arbitrary additive stochastic forcing is proposed. This generalization does not 
require reducing the initial system of equations in the Cauchy form to a canonical form 
according to which all external forces are considered as white noise. Thus, there is no need 
to use forming filters and therefore, there are no limitations on the nature of external loads, 
including stationarity. The known equations of the method of moments with regard to the 
mean vector and the matrix of correlation moments of the vector of phase coordinates, true 
only for the canonical form of the initial equation of movement, become a special case. The 
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fundamental matrix of statistically linearized system is treated as a multiplicative integral, 
thus making it possible to build a simple algorithm, convenient for numerical calculation 
and based on recurrent formulae. The results are illustrated by an example. 
Keywords: method of moments, statistical linearization, nonstationary process, canonical 
form of equations, fundamental matrix, multiplicative integral 

Задача определения вероятностных характери-
стик фазовых координат нелинейной механи-
ческой системы со многими степенями свободы 
при нестационарных аддитивных случайных 
нагрузках представляется достаточно общей. 
Методы, применяемые для решения подобного 
класса задач и обладающие достаточно высокой 
общностью, широко описаны в научной лите-
ратуре, а их достоинства и недостатки хорошо 
изучены. Поскольку подробный обзор методов 
не является целью настоящей статьи, рассмот-
рим только некоторые подходы, пригодные для 
анализа нестационарных режимов нелинейных 
систем. 

По-видимому, наиболее универсальным 
можно считать метод Монте-Карло [1, 2], воз-
можности которого не ограничиваются харак-
тером исследуемых случайных процессов. При 
этом существенной проблемой является моде-
лирование реализации нестационарных слу-
чайных воздействий, помимо высоких требова-
ний к вычислительной мощности компьютера, 
которые в данной постановке, как правило, 
становятся еще более жесткими. 

Известный подход основан на использова-
нии свойств марковских процессов, имеющих 
полное вероятностное описание в форме урав-
нений Фоккера–Планка–Колмогорова [3, 4]. 
Поскольку многие реальные процессы можно 
трактовать как векторные марковские, такой 
подход представляется общим. Но сложности 
его применения в реальных задачах весьма ве-
лики даже для сравнительно низкой размерно-
сти исходных уравнений движения. Это касает-
ся и системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений относительно моментов или 
кумулянтов фазовых координат, получаемых 
трансформацией уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова. 

Кроме того, внешние воздействия в уравне-
ниях движения должны быть белыми шумами. 
Следовательно, исходную систему уравнений 
движения необходимо дополнить уравнениями 
формирующих фильтров, преобразующих бе-
лые шумы в реальные случайные процессы, т. е. 
перейти к так называемой канонической форме 

уравнений. Как известно, для нестационарных 
процессов вывод уравнений формирующих 
фильтров представляет собой сложную само-
стоятельную задачу, решение которой осу-
ществляется достаточно просто только для ста-
ционарных процессов с дробно-рациональны-
ми спектрами. 

Эффективным инженерным подходом в 
рамках корреляционной теории является метод 
статистической линеаризации [5], который 
можно использовать для существенно нели-
нейных многомерных систем при стационар-
ных и нестационарных режимах работы. Един-
ственное допущение при этом заключается в 
близости законов распределения на входах не-
линейностей к нормальному. 

К линеаризованным уравнениям примени-
мы известные методы анализа линейных си-
стем. В работах [6, 7] решена задача корреля-
ционного анализа на основе линеаризованных 
уравнений с использованием фундаменталь-
ных матриц для произвольных внешних воз-
действий и переменных во времени парамет-
рах системы. При этом алгоритм, реализую-
щий такой подход, оказывается весьма 
громоздким для многомерных моделей реаль-
ных конструкций. Следует отметить, что чаще 
всего применение статистической линеариза-
ции в целом для системы вполне правомерно 
вследствие свойства нормализации негауссо-
вых процессов инерционными системами. Тем 
не менее законы распределения отдельных ди-
намических характеристик (чаще всего уско-
рений) могут иметь сильные отклонения от 
нормальности, т. е. их нельзя удовлетвори-
тельно описать в рамках корреляционной  
теории. 

В статье [8] показано, как этот недостаток 
можно исправить, рассматривая решение, по-
лученное на основе статистически линеаризо-
ванного уравнения в качестве первого этапа. 
Линеаризованное уравнение, записанное в ка-
нонической нормальной форме Коши, позволя-
ет создать систему разрешающих уравнений 
относительно вектора математических ожида-
ний и матрицы корреляционных моментов фа-
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зовых координат. Последующие достаточно 
простые преобразования дают возможность 
построить одномерные плотности вероятности 
динамических характеристик с сильным откло-
нением от нормальности. 

Как уже отмечалось, приведение уравнений 
движения к канонической форме существенно 
сужает класс внешних воздействий до стацио-
нарных или квазистационарных процессов. 

Цель работы — изложение результатов, поз-
воляющих обобщить метод моментов и исполь-
зовать в качестве внешних воздействий любые 
случайные процессы (которые можно описать в 
рамках корреляционной теории), тем самым 
исключая необходимость применения форми-
рующих фильтров. 

Будем считать, что движение модели кон-
струкции описывается следующим уравнением 

    0 0( , ) ( ), ( ) ,Y Ф Y G Y Yt t t   (1) 

где Т( ) 1 2, , ..., ny y yY  — вектор фазовых ко-
ординат; ( ),tФ Y  — нелинейная вектор-функ-
ция, Т( ) ( ( ) ( ) ( ))   1 2, , , , , ..., , ;nt t t tФ Y Y Y Y  

t( )G  — случайный вектор внешних воздей-
ствий, для которого заданы вектор матема-
тических ожиданий ( )G tM  и матрица корре-
ляционных функций ( , )G t tK , t ( )G  

Тt t t 1 2( ( ), ( ), ..., ( )) ;ng g g  0Y  — случайный на-
чальный вектор с математическим ожиданием 

0YM  и корреляционной матрицей 0 .YK  
В результате статистической линеаризации 

получим 
   0

0( , ) ( , , ) ( , , ) ,Y Y Y Yt t tФ Y Ф M K R M K Y   (2) 

где 0( , , )Y Y tФ M K  — вектор коэффициентов по 
математическому ожиданию; ( , , )Y Y tR M K  — 
матрица коэффициентов по центрированной 
составляющей; 0Y  — отклонение от случайного 
начального вектора.  

Подстановка выражения (2) в формулу (1), 
осреднение и центрирование приводят к сле-
дующей системе уравнений: 
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где 0( )tG  — случайный вектор внешних воз-
действий линеаризованной системы; 0

0Y  — 
начальное положение модели. 

Вектор математических ожиданий ( )Y tM  
вектора Y  вычисляется с помощью форму-
лы (3). Целью дальнейших преобразований яв-
ляется получение уравнения относительно мат-

рицы корреляционных моментов из выраже-
ния (4). По определению 
 Т 0 0( ) [ ( ) ( )].Y t t tK M Y Y  (5) 

При выводе будем придерживаться схемы, 
используемой в работе [4] до тех пор, пока это 
не противоречит сделанному обобщению.  
После дифференцирования соотношения (5) 
имеем 

 Т Т( )    
  0 0 0 0 .Y tK M Y Y Y Y  (6) 

Подставим в формулу (6) выражения  0Y  и 
 Т0 .Y  Тогда, опустив аргументы после простых 

преобразований, получим 

     Т ,Y Y Y GY YGK RK K R K K   (7) 

где  
 Т   

0 0 ;GYK M G Y   (8) 

 Т   
0 0 ;YGK M Y G   (9) 

  00( ) .Y YtK K  

Запишем решение уравнения (4) в следую-
щем виде: 

 d   0 0
0

0 1 0( ) ( ) [ ( )] ( ) ,
t

t
t t

t

tY Ω R Ω R G   (10) 

где 
0 0
( ),  ( )t

t tΩ R Ω R  — фундаментальные матри-
цы, определенные на отрезках    0 0, t ,  ,t t  со-
ответственно. Умножив правую часть равенства 
(10) на Т0 ( )tG  и взяв математическое ожидание 
в соответствии с формулой (9), получим 

 d   0 0
0

1( ) [ ( )] ( , ) .
t

t
YG Gt t

t

tK Ω R Ω R K  (11) 

После аналогичных операций, включая 
транспонирование соотношения (10), выраже-
ние для матрицы (8) принимает вид 

 d   
Т

0 0
0

1 Т( , )[ ( )] [ ( )] .
t

t
GY G t t

t

tK K Ω R Ω R   (12) 

Рассмотрим частный случай, соответствую-
щий классическому варианту метода моментов 
[5], когда вектор 0( )tG  представляет собой ста-
ционарный белый шум с матрицей корреляци-
онных функций 

     ( ) ( ),G t t t tK H   (13) 

где H  — матрица интенсивностей;  ( )t t  — 
дельта-функция. 
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Подстановка выражения (13) в соотноше-
ния (11), (12) с использованием свойств дельта-
функции радикально упрощает их: 

   0,5 .GY YGK K H   (14) 

На основании равенства (14) уравнение (7) 
преобразуется к виду [5] 

    
0

Т
0,    ( ) .Y Y Y Y YtK RK K R H K K   (15) 

Совместное интегрирование выражений (3) 
и (15) не представляет принципиальных труд-
ностей. Стационарное решение при условии, 
что коэффициенты этих уравнений не зависят 
от времени и  ( ) const,G GtM M  находится из 
системы трансцендентных алгебраических 
уравнений 
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которую решают методом итерации. 
Заметим, что при условии стационарности 

внешнего воздействия такой путь решения яв-
ляется предпочтительным, так как приведение 
исходной системы уравнений к каноническому 
виду в этом случае не представляет существен-
ных сложностей. Если оно не стационарное 
общего вида, то необходимо построить схему 
вычисления прямой и обратной фундаменталь-
ных матриц, входящих в правые части выраже-
ний (11) и (12). Для этого воспользуемся подхо-
дом, изложенным в работах [9–11] и позволя-
ющим представить фундаментальную матрицу 
в виде мультипликативного интеграла, что 
очень удобно для численной реализации. 

Кратко рассмотрим построение алгоритма. 
Докажем, что для линейной системы (матри-
ца R  зависит только от времени) прямая и об-
ратная фундаментальные матрицы представля-
ются в форме абсолютно и равномерно сходя-
щихся интегростепенных рядов, если элементы 
матрицы R  ограничены и имеют конечное чис-
ло разрывов на участке интегрирования: 
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где E  — единичная матрица. 

При  ( ) consttR R  эти соотношения опре-
деляют матричные экспоненты: 

       

        

2 2
0 0 0

2 2
0 0 0

1exp[ ( )] ( ) ( ) ... ;
2

1exp[ ( )] ( ) ( ) ... .
2

t t t t t t

t t t t t t

R E R R

R E R R
 (16) 

Построим рекуррентные формулы связи 
значений фундаментальных матриц в точках t  
и t t  ( t  — малый шаг по времени) на осно-
вании известных свойств этих матриц: 
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Будем считать, что вследствие малости t  
матрица R  в интервале ( , )t t t  постоянна и 
равна ( )tR . Тогда по аналогии с соотношения-
ми (16) можно записать 
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В первом приближении в разложениях (18) 
можно ограничиться только линейными чле-
нами. Тогда формулы (17) преобразуются к ви-
ду, удобному для численной реализации. Такое 
представление фундаментальной матрицы 
называется мультипликативным интегралом: 
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Несложно показать, что рекуррентные фор-
мулы (19) полностью идентичны методу инте-
грирования первого порядка (методу Эйлера). 
Для уточнения решения можно учесть в выра-
жениях (18) квадратические члены или постро-
ить, например, метод Эйлера–Коши второго 
порядка, взяв средние значения на двух сосед-
них шагах. Понятно, что полученные расчетные 
формулы остаются без изменения, если матри-
ца R  зависит от ( )Y tM  и ( )Y tK . Для практиче-
ской реализации метода важным обстоятель-
ством является численная неустойчивость при 
прямом расчете по соотношениям (11) и (12), 
которую не удается преодолеть простым увели-
чением точности. 

Представленные ниже рекуррентные фор-
мулы, выведенные на основе выражений (11) и 
(12), лишены этого недостатка и существенно 
проще для расчета. Свяжем значения YGK  и 
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GYK  в моменты времени t  и t t . Тогда в 
результате несложных преобразований с точно-
стью до первого порядка малости получим 
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В качестве примера рассмотрим объект 
(рис. 1), представляющий собой систему из 
трех масс m1, m2 и m3, связанных с неподвиж-
ным основанием линейной пружиной и нели-
нейным демпфером с характеристикой 

 1 1( ) sign ,x h xR  где 1x  — нелинейная скорост-
ная характеристика; h — линейная упругая ха-
рактеристика. 

Для проверки достоверности предложенно-
го подхода использовался «дефект» любого 
формирующего фильтра, который также явля-
ется динамической системой. Уравнение филь-
тра, интегрируемое совместно с уравнением 
движения объекта, обеспечивает заданный ста-
ционарный процесс только после того, как в 
нем затухнет собственный переходной процесс. 

Таким образом, если начальные точки интегри-
рования основного уравнения и фильтра сов-
падают, то внешнее воздействие на объект яв-
ляется нестационарным на начальном этапе 
движения. Этот очевидный факт удобно ис-
пользовать для проверки работоспособности 
предложенного подхода при нестационарном 
воздействии. 

Внешнее воздействие в первом варианте ре-
шения задавалось стационарным с математиче-
ским ожиданием  0gm  и корреляционной 
функцией 

 ( ) exp( ),g gk t t D a     

где gD  — дисперсия; a — угловая скорость; 
   ' .t t  

Уравнение формирующего фильтра, реали-
зующее этот процесс, имеет вид [9] 

    0 0 0 0
02 ( ),  ( ) 0,gg ag D aV t g t   (20) 

где 0g  — корреляционная функция в началь-
ный момент времени; 0( )V t  — единичный бе-
лый шум с корреляционной функцией 

( ) ( ).gk t t t t      
Аналитическое решение уравнения (20) поз-

воляет получить корреляционную функцию 
( )g t  с учетом переходного процесса 

 ( , )gk t t   

  exp( ) exp( ( )) .gD a t t a t t           (21) 

Для вычисления были выбраны следующие 
значения параметров: 1 10m  кг; 2 7m  кг, 

3 5m  кг;   4
0 1 10c c  Н/м,   3

2 3 10c  Н/м; 
1 500n  Н·с/м, 2 600n  Н·с/м;  277,8gD  Н2; 
 4,6a  с–1;  5h  Н·с/м. 

 
Рис. 1. Динамическая модель системы: 

 1( )x  — нелинейная функция; с0, с1, с2 — жесткости  
соответствующих пружин; n1, n2 — коэффициенты  
демпфирования; g(t) — корреляционная функция 

 

 
Рис. 2. Дисперсии перемещений xD  (а) и ускорений xD  (б) масс m1 (1), m2 (2) и m3 (3) во времени t 
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Расчет проводили двумя способами: 
1) выражение формирующего фильтра (20) 

добавляли к исходной системе уравнений и 
применяли традиционную схему решения инте-
грированием уравнения (15); 

2) уравнение движения к каноническому ви-
ду не приводили, внешнее воздействие задавали 
в виде выражения (21) и использовали предло-
женный подход. 

Результаты расчета двумя способами прак-
тически совпали. Некоторое различие в четвер-
том знаке объясняется разницей вычислитель-
ных процедур. На рис. 2 приведены дисперсии 
перемещений и ускорений масс во времени. 

Выводы 

1. Предложенный обобщенный метод мо-
ментов позволяет анализировать реакцию ли-
неаризованной модели конструкции на произ-
вольное аддитивное случайное воздействие, тем 
самым исключая необходимость применения 
формирующих фильтров. 

2. Разработанный алгоритм обеспечивает та-
кой же порядок точности вычисления вероят-
ностных характеристик, как и метод моментов, 
позволяя при этом решать задачи с нестацио-
нарными случайными воздействиями. 
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