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Предложена математическая модель плоского шлифования инструментом, смодели-
рованным в виде диска с распределенными по цилиндрической поверхности абра-
зивными зернами со случайными геометрическими характеристиками. Резание моде-
лировалось при кинематически заданном движении инструмента каждым зерном  
отдельно. Получена система уравнений, описывающих соотношение между коорди-
натами поверхности, срезаемой текущим зерном, и поверхности, образованной 
предыдущей режущей кромкой. Проанализировано решение для отдельного зерна, 
определены конфигурации поверхности заготовки при нескольких последовательных 
прохождениях зерен. Использован массив переменной длины для хранения измене-
ния толщины срезаемого слоя всех зерен в процессе шлифования. Рассчитаны тол-
щины срезаемого слоя абразивных зерен, находящихся в зоне контакта шлифоваль-
ного круга и материала. Исследованы текстуры поверхности, сформированной после 
прохождения абразивными зернами круга, при заданных режимах шлифования. На 
основе обработки полученных данных вычислена волнистость поверхности. Резуль-
таты моделирования могут быть использованы для прогнозирования точности и ка-
чества поверхности при шлифовании. 
Ключевые слова: моделирование плоского шлифования, кинематика процесса реза-
ния, случайные параметры, абразивные зерна, геометрия обработанной поверхности, 
волнистость 

The authors propose a mathematical model of flat grinding by a tool modeled as a disc with 
abrasive grains distributed on the cylindrical surface, with random geometric 
characteristics. The cutting process is modeled by each grain separately at kinematically 
defined motion of the tool. A system of equations is obtained that describes the relations 
between the coordinates of the surface machined by the currently used grain, and the 
coordinates of the surface formed by the previous grain. The solution for a single grain is 
analyzed; the configuration of the workpiece surface after multiple subsequent passes is 
determined.  A variable-length array is used to store the variation of all the grains’ cutting 
thickness in the grinding process. The chip thickness of abrasive grains located in the zone 
of contact between the grinding wheel and the material is calculated. The texture of the 
surface formed after passes by the abrasive grains of the grinding wheel under pre-defined 
cutting conditions is evaluated. Based on the data obtained, waviness of the surface is 
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calculated. The results of the simulation can be used to predict accuracy and quality of the 
surfaces when grinding. 
Keywords: flat grinding simulation, cutting process kinematics, random parameters, abra-
sive grains, geometry of machined surface, waviness 

Шлифование, являющееся методом финишной 
обработки детали, представляет собой микро-
резание материала большим числом зерен, воз-
действующих друг на друга через обрабатывае-
мую поверхность [1]. Эта операция обеспечива-
ет заданные уровни качества поверхности и 
точность заготовки в пределах геометрических 
допусков [2, 3]. Стохастические геометрические 
характеристики зерен и их случайный характер 
распределения по поверхностному слою ин-
струмента создают трудности анализа процесса 
шлифования. 

Для моделирования можно рассматривать 
каждое абразивное зерно как элементарную 
режущую кромку с отрицательным передним 
углом резания, взаимодействующую с матери-
алом заготовки. Абразивные зерна и кристал-
лы синтетического алмаза моделируются как 
конусные пирамиды, вкрапленные случайным 
образом в связующий материал шлифовально-
го круга (ШК) [4–6]. В настоящей работе пред-
ложена новая модель инструмента для плоско-
го шлифования, в которой ШК представлен в 
виде диска с абразивными зернами со случай-
но распределенными геометрическими харак-
теристиками. 

Цель работы — исследование кинематики 
движения инструмента при заданных режимах 
обработки без учета жесткости крепления, а 
также анализ геометрии обработанной поверх-

ности после срезания материала заготовки от-
дельными абразивными зернами. 

 
Упрощенная модель плоского шлифования с 
зернами, имеющими случайные геометриче-
ские характеристики. Введем следующие пред-
положения: 1) абразивные зерна равномерно 
расположены по поверхности ШК так, что цен-
тральный угол между осями соседних зерен яв-
ляется одинаковым. По ширине ШК 1 зерна 
распределены равномерно на нескольких до-
рожках 6, расстояние между которыми принято 
постоянным (рис. 1). Такой характер распреде-
ления при моделировании дает возможность 
описывать движение системой дифференци-
альных уравнений с запаздыванием. При этом 
время запаздывания (время прохождения од-
ного зерна) T/N = const (T — период вращения 
ШК, N — количество зерен на дорожке); 2) все 
зерна обладают случайными геометрическими 
характеристиками (рис. 2) — высотой h0, ко-
нусным углом θ и углом рыскания  относи-
тельно радиального направления в плоскости, 
перпендикулярной дорожке. Вершины зерен 
округлены радиусом 10 мкм. 

Исходные данные упрощенной модели плос-
кого шлифования: 

• угловая скорость ШК  = 150 рад/с; 
• скорость подачи Vw = 250 мм/с; 
• радиус ШК rs =105 мм; 

 
Рис. 1. Схема упрощенной модели шлифования с зернами, имеющими случайные  

геометрические характеристики: 
1 — ШК; 2 — заготовка; 3 — ( j + 1)-е зерно; 4 — j-е зерно; 5 — (j – 1)-е зерно; 6 —дорожки;  

Сx, Сz и Kx, Kz — демпфирования и приведенные жесткости крепления инструмента в направлении осей X и Z 
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• глубина резания ae = 0,2 мм; 
• ширина ШК b = 5 мм; 
• количество дорожек N  = 50; 
• количество зерен на дорожке N = 5 000; 
• количество зерен в зоне контакта на одной 

дорожке 
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Стохастические геометрические характери-
стики и распределение абразивных зерен. Для 
ШК, как правило, задаются номинальные гео-
метрические параметры плотности распределе-
ния и размеров зерен, которые можно исполь-
зовать при моделировании. Распределение раз-
меров зерен обычно имеет случайный характер 
и соответствует нормальному закону, применя-
емому при стохастическом подходе в процессе 
моделирования сил резания [7]. 

Высота зерен. Предполагаем, что высота 
зерна описывается законом нормального слу-
чайного распределения, как показано на 
рис. 2, а. Функцию распределения этой случай-

ной величины можно записать через интеграл 
Римана следующим образом [8]: 
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где  = (h0max – h0min)/6 — среднеквадратическое 
отклонение распределения, h0max и h0min — мак-
симальное и минимальное значение высоты 
зерна; 0h  — математическое ожидание высоты 
зерна. 

Конусный угол зерен. Конусный угол зер-
на θ по существу является передним углом ре-
жущего клина γ с обратным знаком. Будем счи-
тать, что передний угол представляет собой 
сильно асимметричное распределение с макси-
мальной вероятностью, близкой к  = –30°, ко-
торое хорошо описывается с помощью распре-
деления Рэлея [9]. Некоторые исследователи 
для этих случаев также применяют распределе-
ние Стьюдента [10] или Вейбулла [11]. 

Используем для конусного угла режущей 
кромки зерен распределение Рэлея, для которо-
го функция распределения имеет вид 

 
Рис. 2. Схемы распределения и графики функции вероятности для разных параметров: 

а — высоты зерен h0; б — конусного угла зерен θ; в — угла рыскания зерен  (1 — ШК; 2 — заготовка);  
г — углового смещения расположения зерен дорожки  
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где  — масштабный параметр, при θ =  плот-
ность вероятности достигает максимального 
значения. Распределение вероятности конусно-
го угла зерен θ показано на рис. 2, б. 

Угол рыскания зерен. Предполагаем, что 
угол рыскания зерна  изменяется по нормаль-
ному закону (см. рис. 2, в), описываемому 
функцией распределения 
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где  = (max – min)/6 — среднеквадратическое 
отклонение распределения, max и min — мак-
симальное и минимальное значение угла рыс-
кания. 

Принимаем, что случайные геометрические 
характеристики зерен h0, θ и  являются неза-
висимыми. Следовательно, корреляционные 
моменты Khθ = 0, Kθ = 0, Kh = 0. 

 
Угловое смещение расположения зерен. 

Хотя зерна равномерно распределены на каж-
дой дорожке, в данной модели введено угловое 
смещение между дорожками. Предполагаем, 
что угловое смещение каждой дорожки  изме-
няется по закону равномерного распределения 
(см. рис. 2, г). Тогда его функция распределения 
имеет вид 
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где –/N = max — максимальное угловое смеще-
ние дорожки; /N = max — минимальное угло-
вое смещение дорожки.  

Дисперсия 2 = (2/N)2/12. 

Параметры для случайного распределения 
зерен приведены в табл. 1, где Min и Max — их 
максимальное и минимальное значение. 

 
Формирование новых поверхностей заготов-
ки i-й дорожки. Процесс шлифования моде-
лируем как плоскую систему, имеющую две 
ортогональные степени свободы (см. рис. 1). 
Силы резания, возникающие при врезании в 
материал заготовки, представим в виде состав-
ляющих по направлению подачи X (Fx) и по 
нормали Z (Fz), возбуждающих динамические 
смещения. При моделировании угловые коле-
бания ШК не рассматриваем, т. е. угловая ско-
рость  постоянна (не изменяется вследствие 
вибрации). 

Чтобы анализировать влияние резания 
предыдущего зерна на текущее, выберем j-е и  
(j – 1)-е зерна на i-й дорожке (рис. 3, а), нахо-
дящиеся в контакте ШК и заготовки в моменты 
времени t (оранжевый цвет) и t – T/N (желтый 
цвет). 

Для описания процесса резания (j – 1)-го и  
j-го зерен введены следующие системы коор-
динат: 

• OXYZ — неподвижная, связанная с заго-
товкой; 

• OXYZ — подвижная, с началом коорди-
нат в точке O, находящейся в теоретическом 
центре ШК; движущаяся из точки ( , ),O OX Z  
соответствующей t = 0, по направлению –Z со 
скоростью подачи ;wV  подача отдельного зер-
на fas = VwT/N; 

•  ( , )  — полярная, с началом координат в 
точке O, расположенной в фактическом цен-
тре ШК; зависящая от положения теоретиче-
ского центра O, перемещающаяся из точки 

  ( ( ), ( ));O OX t Z t  координатами точки O в си-
стеме OXYZ являются   ( ( ), ( )).O OX t Z t  

Преобразование системы координат OXYZ в 
систему OXYZ осуществляется с помощью 
выражений 

Таблица 1 
Параметры для случайного распределения зерен 

Параметр Закон распределения Min Max Математическое  
ожидание 

Среднеквадратическое 
отклонение  

h0, мкм Нормальный 50 110 80 10 

, град Рэлея 5 70 37,59 19,65 

, град Нормальный –30 30 0 10 

, град Равномерный –0,036 0,036 0 0,021 
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Полярная  ( , )  и прямоугольная OXYZ си-
стемы координат связаны следующим образом: 
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Для j-го зерна полярный угол  ( )j t  
   ( ) /2.j t  На рис. 3, б показаны геометри-
ческие соотношения для формирования новой 
поверхности. 

Динамические перемещения в радиальном 
направлении для вращающегося j-го зерна в 
полярной системе координат определяются со-
отношением 

      sin cos ,j j jv x z  

где  j  — мгновенный угол погружения j-го 
зерна на i-й дорожке, измеряемый по ходу ча-
совой стрелки от нормальной оси Z. Угол по-
гружения изменяется во времени как  

 
Рис. 3. Схемы: 

а — к определению положения при резании ( j – 1)-го и j-го зерен на i-й дорожке в моменты времени t и (t – T/N);  
б — к геометрическому анализу толщины срезаемого слоя j-го зерна с учетом влияния предыдущей режущей  

кромки ( j – 1)-го зерна на i-й дорожке; 1 — j-е зерно; 2 — ( j – 1)-е зерно; s — подача 
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при вращении ШК с угловой скоростью . 
Систему уравнений, описывающих фор-

мирование новых поверхностей, запишем  
в виде 
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  (1) 

где ( )jD t  — расстояние от режущих кромок до 
необработанной поверхности, состоящей из 
статической   ( / ) ( / )sin ( ),w jL t T N V T N t  ди-
намической      sin cosj j jv x z  и геомет-
рической  0 1 0j jh h  частей; ( )L t  — отклонение 

поверхности заготовки в полярной системе ко-
ординат в настоящий момент времени t; 0 1jh  и 

0 jh  — высота (j – 1)-го и j-го зерна; ( )cujh t  — 
толщина срезаемого слоя j-го зерна в момент 
времени t; max [0, ( )]jD t  — функция, которая 
равна максимальному из двух аргументов в 
скобках: 0 и ( ),jD t  т. е. толщина резания может 
быть только положительной; ( )П t  — конфигу-
рация поверхности, для которой в программ-
ной среде MATLAB создается информацион-
ный банк;  [ ( / ) ( )]cujTrend П t T N h t  — функ-
ция, интерполирующая значения по точкам, 
заданным в массиве; ( ( ))jg t  — единичная 
функция, определяющая, находится ли j-е зер-
но в зоне контакта, ex  — угол выхода зерна из 
погружения в материале. 

 
Кинематика без учета смещений, возникаю-
щих вследствие вибрации. Для моделирова-
ния используем метод Монте-Карло, который 
представляет собой численный метод, осно-
ванный на получении большого числа реали-
заций стохастического процесса. Вероятност-
ные характеристики результатов расчета 
определяются путем их статистической обра-
ботки. 

 
Рис. 4. Конфигурации поверхности заготовки без учета вибрации в интервале времени t = 0…5T/N (а)  

и увеличенное изображение фрагментов I (б) и II (в): 
1 — (j – 1)-е зерно; 2 — j-е зерно; 3 — (j + 1)-е зерно 
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Анализ решения для i-й дорожки. Введем 
следующие предположения: при t = 0 коорди-
наты центра ШК в системе координат OXYZ 

  ( (0), (0)) (200, 155,8),O OX Z  мм; L(0) = 0.  
В случае большой жесткости упругой системы 
инструмент–деталь смещениями, вызванными 
вибрацией, можно пренебречь. Решение систе-
мы уравнений (1) получим при условиях 
  0,x    0.z  

На рис. 4, а представлены поверхности за-
готовки после прохождения зерен в интервале 
времени t = 0…5T/N без учета смещения, вы-
званного вибрацией (красной линией показа-
на начальная поверхность в исходном поло-
жении, а цветными — траектории последова-

тельных проходов зерен). На рис. 4, б и в  
приведены увеличенные участки формирова-
ния поверхности вблизи зон I и II, из которых 
видно, что существует несколько областей 
(выделены фиолетовыми окружностями),  
где смежные поверхности пересекаются.  
Это означает, что в этой точке hcuj = 0,  
т. е. текущее зерно не внедряется в материал 
детали. 

На рис. 5 условно приведены мгновенные 
толщины срезаемого слоя j-го зерна для i-й до-
рожки без учета вибрации, где видно, что для 
нескольких зерен hcuj = 0, следовательно, они не 
срезают материал заготовки в процессе шлифо-
вания в момент времени t = T/N. 

 
Рис. 5. Значения толщины срезаемого слоя j-го зерна для i-й дорожки без учета вибрации  

в момент времени t = T/N 
 

 
Рис. 6. Текстуры обработанной поверхности заготовки для четырех комбинаций (а–г)  
случайным образом выбранных параметров расположения зерен при моделировании  

без учета вибраций ШК в момент времени t = 100T/N 
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Результаты моделирования для всех дорожек. 
Повторим алгоритм вычисления поверхности 
для i-й дорожки, изменяя i от 1 до 50, и опреде-
лим конфигурацию поверхности заготовки для 
50 дорожек. С помощью операции трехмерной 
интерполяции в программной среде MATLAB 
можно получить текстуры обработанной по-
верхности заготовки без учета вибрации для 
разных случайным образом выбранных пара-
метров расположения зерен, как показано на 
рис. 6. 

Согласно результатам моделирования топо-
графической картины поверхности, на ней при-
сутствуют пики и долины разного размера. На 
основе обработки данных моделируемой по-
верхности можно рассчитать волнистость по-
верхности (рис. 7). 

На рис. 7 приведены увеличенные изобра-
жения обработанной поверхности для четырех 
дорожек (i = 10, 20, 30, 40) без учета вибраций 
ШК в момент времени t = 100T/N, а в табл. 2 — 
статистические характеристики, позволяющие 

оценить ее волнистость: Mean — среднее зна-
чение координаты Z поверхности, определяю-
щее среднюю линию профиля; Max и Min — 
максимальное и минимальное значение коор-
динаты Z поверхности; Ra — среднее арифме-
тическое отклонение профиля; S — средний 
шаг неровностей профиля по вершинам в пре-
делах базовой длины; Sm — средний шаг неров-
ностей профиля в пределах базовой длины. 

Параметр Ra вычисляется как среднее 
арифметическое абсолютных значений откло-
нений профиля Z в пределах базовой длины l: 

  
0

1 ( ) ,
l

iRa z x dx
l

 

где iz  — отклонение профиля, представляющее 
собой расстояние между любой точкой профи-
ля и средней линией, измеренное по нормали, 
проведенной к средней линии через эту точку. 

Значение Ra характеризует высоту неровно-
стей профиля. Не менее важным параметром 
является средний шаг неровностей профиля по 

Таблица 2 
Параметры волнистости обработанной поверхности без учета вибрации 

Номер дорожки i  Mean, мм Max, мм Min, мм Ra, мкм S, мм Sm, мм 

10 50,7990 50,8021 50,7976 0,6448 0,3651 0,2361 

20 50,7988 50,8019 50,7975 0,5887 0,4162 0,2468 

30 50,7987 50,8018 50,7960 0,6229 0,3976 0,2636 

40 50,7991 50,8022 50,7977 0,7185 0,4672 0,2454 

 
Рис. 7. Изменение геометрических параметров обработанной поверхности заготовки при моделировании  

без учета вибраций ШК в момент времени t = 100T/N для разных дорожек: 
а — i = 10; б — i = 20; в — i = 30; г — i = 40 
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вершинам (между вершинами характерных не-
ровностей) в пределах базовой длины, 

 


 
0

0 1

1 ,
n

i
i

S S
n

 

где Si — шаг неровностей соседних вершин; 
0n  — число шагов в пределах базовой длины. 

Средний шаг неровностей профиля в преде-
лах базовой длины определяется выражением 

 


 
0

0 1

1 ,
n

m mi
i

S S
n

 

где miS  — шаг неровностей, определяемый 
длиной отрезка средней линии, ограниченной 
точками пересечения этой линии одноименных 
сторон соседних неровностей [12]. 

В данной работе используем двухмерный 
массив (i, j) для обозначения всех зерен на по-

 
Рис. 8. Схемы в момент времени t = kT/N: 

а — нумерации зерен (1— ШК; 2 — заготовка); б — хранилища толщины срезаемого слоя hcuij(t) при k-м проходе зерна 

 
Рис. 9. Изменение толщины срезаемого слоя hcuij(t) для j-го зерна на i-й дорожке без учета вибрации  

в разные моменты времени: 
а — t = T/N; б — t = 20T/N; в — t = 40T/N; г — t = 60T/N 
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верхности ШК, i — номер дорожки на ШК  
(i = 1, …, N*). Предполагаем, что при t = 0 пер-
вое зерно находится в зоне контакта, его номер 
j = 1. Будем нумеровать все зерна, передвигаясь 
против хода часовой стрелки, т. е. в момент 
времени t = kT/N (k — номер прохода зерна), 
нумерация зерен будет такой, как показано на 
рис. 8. 

Кроме того, используем переменный массив 
hcuij(t), в который запишем изменение толщины 
срезаемого слоя всех зерен в процессе шлифо-
вания (см. рис. 8). При k-м проходе зерна со-
храним толщины срезаемого слоя зерен в зоне 
контакта (Nn) в массиве hcuij в ячейках с ин-
дексами N(k + 1, …, n + k) в k-м сечении мас-
сива hcuij(t) (желтая область), а остальные эле-
менты в k-м сечении равны нулю (синяя об-
ласть). 

На рис. 9 показано изменение толщины сре-
заемого слоя для j-го зерна на i-й дорожки 
hcuij(t) в разные моменты времени t (T/N, 
20T/N, 40T/N, 60T/N) без учета вибрации, 
цветом обозначены значения толщины срезае-
мого слоя. 

Как видно из рис. 9, для разных номеров зе-
рен при изменении толщины срезаемого слоя во 
времени имеет место движение волнового типа, 
совпадающее с процессом метаболизма зерен в 

зоне контакта (передние зерна выходят из зоны 
контакта, а задние входят в нее). Существует не-
сколько зерен, которые хотя и находятся в зоне 
контакта, но их толщины hcuij = 0. Это означает, 
что они не срезают материал заготовки. У зерен, 
которые в начальный момент времени были в 
контакте (около 20 шт.), толщина срезаемого 
слоя невелика, и после нескольких проходов она 
имеет случайное распределение. 

Выводы 
1. Представлена новая стохастическая мо-

дель, позволяющая исследовать кинематику 
плоского шлифования. В модели процесс обра-
ботки представлен как микрорезание абразив-
ными зернами, случайным образом распреде-
ленными по поверхности ШК. Геометрические 
параметры зерен также имеют случайный ха-
рактер. 

2. При моделировании получены текстуры 
поверхности после абразивной обработки, по 
которым определены параметры ее волнистости. 

3. Результаты моделирования могут быть 
использованы при проектировании технологи-
ческих операций финишной обработки для 
прогнозирования точности и качества поверх-
ности. 
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