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При изучении влияния нестационарных и периодических процессов на горение топ-
ливных смесей важно определить и предварительно спрогнозировать интенсивность 
пульсаций давления и скорости вблизи зоны протекания химических реакций. При вы-
боре диапазонов частоты и амплитуды вынужденного воздействия в эксперименталь-
ном исследовании следует учитывать акустические характеристики проточного тракта 
лабораторной установки. В ряде случаев для предварительного прогнозирования аку-
стических характеристик проточного тракта переменного сечения необходимо прове-
сти специальное математическое моделирование. Рассмотрены вопросы математиче-
ского моделирования спектральной характеристики собственных колебаний газа в ла-
бораторной установке для исследования диффузионного и кинетического горения 
топливных смесей. Разработанная и реализованная в специализированном модуле ма-
тематическая модель позволяет определять влияние геометрических и режимных ха-
рактеристик на резонансные частоты. Выполнено сопоставление расчетных и экспери-
ментальных данных. Предложенная математическая модель и результаты вычислений 
могут быть полезны при выборе конфигурации экспериментальной установки и про-
гнозировании резонансных режимов с возбуждением интенсивных пульсаций скорости 
газа в зоне горения. 
Ключевые слова: резонансные частоты, пульсации скорости, изоэнтропические акус-
тические колебания, термоанемометр, спектральная характеристика 

——————— 
* Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 17-79-10503. 



#9 [702] 2018 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 75 

When studying the influence of non-stationary and periodic processes on the fuel mixtures 
combustion, it is important to predict and determine the intensity of pressure and velocity os-
cillations near the reacting zone. When choosing the frequency and amplitude ranges of the 
forced influence in an experimental study, it is necessary to take into account the acoustic 
characteristics of the flow in the laboratory unit. In some cases, for the preliminary prediction 
of the acoustic characteristics of the flow in a duct with a variable cross-section, special math-
ematical modeling is required. The problems of mathematical modeling of the spectral charac-
teristic of natural oscillations of the gas in a laboratory unit for studying the diffusion and ki-
netic combustion of fuel mixtures are considered. A mathematical model developed and im-
plemented in a specialized module makes it possible to determine the influence of geometric 
and mode characteristics on the resonant frequencies. The calculated and experimental data 
are compared. The developed mathematical model and the calculations results can be used for 
choosing the configuration of experimental units and predicting resonant modes with the ex-
citation of intense oscillations of the gas velocity in the combustion zone. 

Keywords: resonant frequencies, velocity oscillations, isentropic acoustic vibrations, ther-
mal anemometer, spectral characteristics 

Экспериментальное исследование горения топ-
ливных смесей можно проводить с использова-
нием лабораторных установок, принцип дей-
ствия которых основан на реализации открыто-
го пламени в окружающем пространстве [1–4]. 
В частности, такие установки применяют для 
определения закономерностей устойчивого го-
рения в воздушных потоках, влияния акустиче-
ского, электроразрядного, электромагнитного и 
прочих воздействий на стабильность и интен-
сивность горения, а также для выполнения дру-
гих исследований. 

В ряде случаев эксперименты проводят при 
числах Дамкеллера Da = uф.п/uп (uф.п — скорость 
распространения фронта пламени, uп — ско-
рость потока), незначительно превышающих 
единицу, когда горение происходит преимуще-
ственно в кинетическим режиме. Такие опыты 
очень важны для определения срывных харак-
теристик горения, в частности уноса и проскока 
[5] пламени в предварительно перемешанной 
топливной композиции. С учетом того, что по-
лучаемые в ходе экспериментов данные могут 
быть использованы для исследования тонких 
физических процессов, требуется высокая точ-
ность моделирования заданных условий. При 
указанных значениях Da на результаты экспе-
риментов существенно влияют пульсации ско-
рости в зоне горения. Поэтому важной задачей 
является нахождение спектральной характери-
стики собственных колебаний газа в проточном 
тракте лабораторной установки. 

Цель работы — создание математической 
модели для определения резонансных частот 
колебаний газа в лабораторных установках  
с проточным трактом переменного сечения и ее 

валидация на примере модельной установки с 
двухсекционным проточным трактом. 

 
Математическая модель. Рассмотрена лабора-
торная установка, проточный тракт которой 
(рис. 1) состоит из двух участков. Первый пред-
ставляет собой осесимметричный конфузор с 
уменьшающейся по длине площадью попереч-
ного сечения, второй — цилиндрический канал 
с площадью поперечного сечения, равной пло-
щади сечения на выходе из конфузора. 

Основными геометрическими параметрами 
проточного тракта являются: L1 и L2 — длины 
первого и второго участков; D1 — максималь-
ный диаметр первого участка; D2 — диаметр 
второго участка; x — продольная координата от 
начала первого участка. 

Одной из основных акустических характе-
ристик лабораторных установок с проточным 
трактом переменного сечения является спек-
тральная характеристика собственных колеба-
ний газа [6, 7], связывающая два каких-либо 
параметра во входном и выходном сечениях 
канала для разных значений частот возбужда-
ющего воздействия. В данной работе рассмот-

 

Рис. 1. Схема проточного тракта  
лабораторной установки: 

1 и 4 — закрытый и открытый торцы; 2 — конфузор;  
3 — цилиндрический канал 
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рена задача о влиянии импеданса (отношения 
акустических амплитуд давления и скорости) 
во входном сечении канала на импеданс и про-
водимость в выходном сечении канала [6–10]. 
В общем случае взаимосвязь импеданса  и 
проводимости η в произвольном сечении опре-
деляется соотношением η = 1/. 

Такой подход обусловлен тем, что частоты, 
при которых на выходе из канала могут быть 
получены максимумы амплитуд давления, со-
ответствуют максимумам модуля выходного 
импеданса, а частоты максимумов модуля вы-
ходной проводимости совпадают с максимума-
ми амплитуд пульсаций скорости [6, 7]. 

Задачу определения спектральных характери-
стик для исследуемого проточного тракта разо-
бьем на две части. Сначала найдем решение о 
распространении акустических волн в конфузо-
ре. Параметры решения на выходе из конфузора 
являются начальными условиями для второй 
части задачи — распространения акустических 
волн в цилиндрическом канале. 

Задачу решим при допущениях, соответ-
ствующих условиям проведения экспериментов 
с применением аналогичных лабораторных 
установок [1–5]. Примем, что изменение пло-
щади поперечного сечения F конфузора проис-
ходит по близкому к экспоненциальному зако-
ну F(x) = F0 exp (2x), где F0 — площадь началь-
ного сечения конфузора;  — коэффициент, 
учитывающий изменение площади конфузора, 
 1 2 1  [ln ( / .)] /D D L  Такое изменение площади 
проходного сечения конфузора позволяет ис-
пользовать одномерные уравнения для реше-
ния акустической задачи. 

Задача рассмотрена без учета потока в кана-
ле, так как в большинстве случаев, когда он 
присутствует, его число Маха в лабораторных 
условиях М < 0,05. При таких значениях чис-
ла М скорость потока незначительно влияет на 
распространение акустических волн. При при-
нятых указанных допущениях система общих 
[8, 10] линеаризованных уравнений, описыва-
ющих распространение изоэнтропических аку-
стических колебаний в конфузоре, принимает 
следующий вид: 

    ( , ) ( , );v x t v v x t  

    ( , ) ( , );x t x t  

    ( , ) ( , );p x t p p x t  

    2( , ) ( , );p x t c x t  
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где ( , ),v x t  ( , )x t  и ( , )p x t  — функции про-
странственно-временного распределения ско-
рости, плотности и давления газа в канале (t — 
время); ( )F x  — площадь канала; v ,   и p  — 
средние значения скорости, плотности и давле-
ния газа в канале; ( , ),v x t  ( , )p x t и ( , )x t  —
 малые нестационарные возмущения скорости, 
давления и плотности газа; c — скорость звука. 

Для произвольного изменения площади по-
перечного сечения конфузора система уравне-
ний не имеет решения в квадратурах. При до-
пущении, что площадь поперечного сечения 
меняется по экспоненциальному закону, и в 
случае гармонической зависимости параметров 
от времени типа exp(it) решение находится в 
аналитическом виде. Здесь i — мнимая едини-
ца;  — окружная частота пульсаций,  = 2f 
( f — частота пульсаций). 

Для анализа распространения акустических 
возмущений в конфузоре (на первом участке) 
введем следующие вспомогательные функции: 

   ;K
c

  

          
 

2

1 1 ;i
K K

  

         
 

2

2 1 ;i
K K

  

          

2

1 1 ;iK
K

  

          

2

2 1 .iK
K

  

В этом случае комплексные амплитуды 
пульсаций давления и скорости в конфузоре 
определяются соотношениями 
           1 1 2 2( , ) exp( ) exp( )p x t A x A x  

  exp( );i t  (1) 
           1 2( , ) exp( ) exp( )сV x t A x A x  

  exp( ).i t  (2) 

Здесь  ,A  A  — коэффициенты, характеризу-
ющие амплитуду пульсаций, соотношение ко-
торых зависит от граничных условий. 
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Решение уравнений (1), (2) позволяет выра-
зить связь импедансов в сечениях на входе 0 и 
выходе 1 конфузора в виде соотношения 

  
  

  

     
  

    
 

1 0
1 2 2 1 1

0 2
1

1 0
2 1 1

0 2

exp
.

1 exp

L

L
 (3) 

Для цилиндрического канала (второй уча-
сток), являющегося продолжением конфузора, 
вспомогательные функции преобразуются сле-
дующим образом:  = 0, 1 = iK, 2 = –iK, 1 = –1, 
2 = 1. С учетом этого выражения для ком-
плексных амплитуд давления и скорости при-
нимают более простой вид: 

        ( , ) exp( ) exp( )p x t A iKx A iKx  

  exp( );i t  (4) 

          ( , ) exp( ) exp( )сV x t A iKx A iKx  

  exp( ).i t  (5) 

Для цилиндрического канала значение им-
педанса 1 в выходном сечении конфузора яв-
ляется начальным условием — импедансом на 
входе в цилиндрический канал. Выражения (3)–
(5) позволяют получить соотношение, связы-
вающее импеданс на входе 1 с импедансом в 
выходном сечении 2 цилиндрического участка: 

  


  

 

1
2

1
2

1
2

1

11 exp(2 )
1 .
11 exp(2 )
1

iKL

iKL
 (6) 

Таким образом, используя выражения (3), 
(6) и задавая значение импеданса 0 в сечении 
на входе в конфузор, можно вычислить импе-
данс 2 и соответствующую ему проводимость 
η2 на выходе из цилиндрического канала. Зави-
симости импеданса 2 и проводимости η2 от ча-
стоты колебаний определяют амплитудно-час-
тотные характеристики пульсаций скорости и 
давления в выходном сечении установки соот-
ветственно [11]. 

Для проведения вычислений с помощью 
разработанной математической модели создан 
специализированный алгоритм, реализованный 
в среде операционно-символьного вычисления. 

 
Акустические характеристики лабораторной 
установки. Расчетные исследования акустиче-
ских характеристик выполнены для проточного 
тракта лабораторной установки, применяемой 

для изучения горения воздушно-метановых 
смесей [12]. Для исследования акустических 
характеристик лабораторная установка была 
адаптирована к условиям эксперимента (рис. 2). 

Лабораторная установка функционирует 
следующим образом. Воздух подается через ре-
гулятор расхода 8 в цилиндрическую часть 4 
проточного тракта, который с одной стороны 
связан с атмосферой, а с другой — с конфузор-
ной частью 5 и источником акустических коле-
баний 6. Для возбуждения акустических коле-
баний с заданной частотой применен регулиру-
емый генератор периодического сигнала 7. Для 
регистрации пульсаций скорости и давления в 
выходном сечении проточного тракта установ-
лены термоанемометр 2 и датчик пульсаций 
давления 3. Для управления и сбора информа-
ции использована система 1 на базе компьюте-
ра. Геометрические характеристики проточного 
тракта характеризуются следующими соотно-
шениями: D1/D2 = 10, L2/D2 = 40. Диаметр вто-
рого участка D2 = 30 мм. 

Исследования проведены при средних ско-
ростях течения воздуха в выходном сечении 
канала, составляющих 0,7…10 м/с, и при аку-
стическом воздействии с частотой 10…1000 Гц. 

Следует отметить, что для определения ис-
комых величин 2 и η2 требуется задать в каче-
стве граничных условий значение акустическо-
го импеданса 0 или акустической проводимо-
сти η0 во входном сечении конфузора, к 
которому подсоединена мембрана генератора 
акустического воздействия. При решении 
настоящей задачи значение акустического им-
педанса 0 во входном сечении конфузора было 
задано исходя из условия максимально полного 

 

Рис. 2. Схема лабораторной установки 
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совпадения результатов расчета и предвари-
тельных экспериментов. 

С использованием разработанной математи-
ческой модели расчетными методами получены 
зависимости импеданса 2 и проводимости η2 от 
частоты акустического воздействия f (рис. 3), 
где значения параметров 2 и η2 представлены в 
относительном виде. 

Полученные данные показывают, что зави-
симости импеданса 2 и проводимости η2 от ча-
стоты f имеют явно выраженные максимумы и 
минимумы. При этом максимальные значения 
2 совпадают по частоте с минимальными зна-

чениями η2. Таким образом, можно определить 
частоты акустического воздействия, при кото-
рых в выходном сечении лабораторной уста-
новки будет реализован максимум амплитуды 
пульсаций либо давления, либо скорости, что в 
первом случае соответствует максимуму 2, а во 
втором — η2. 

Анализ результатов свидетельствует о том, 
что для рассматриваемой лабораторной уста-
новки частоты, при которых могут быть реали-
зованы максимальные значения пульсаций ско-
рости, описываются аппроксимирующим урав-
нением f = 18 + ( j – 1) ∙92, где j = 1, 2, 3, …, N. 

 

Рис. 3. Зависимость модулей импеданса 2 (1) и проводимости η2 (2)  
от частоты акустического воздействия f 

 

Рис. 4. Зависимость среднеквадратичного отклонения пульсаций скорости в выходном сечении   
от частоты акустического воздействия  f  при различных значениях средней скорости потока: 

1 — u = 0,7 м/с; 2 — u = 2 м/с; 3 — u = 10 м/с 
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Частоты, соответствующие максимумам пуль-
саций давления, определяются выражением fη = 
= 18 + ( j – 0,5) ∙92, где j = 1, 2, 3, …, N. Следует 
отметить, что с увеличением моды j макси-
мальные значения 2 и η2 снижаются. 

Полученные расчетные данные удовлетво-
рительно коррелируют с результатами экспе-
риментов. На рис. 4 приведены зависимости 
среднеквадратичного отклонения пульсаций 
скорости  от частоты акустического воздей-
ствия, измеренные в выходном сечении про-
точного тракта лабораторной установки, при 
различных значениях средней скорости 
потока u [12]. Точками обозначены экспери-
ментальные данные. Для более наглядного 
представления экспериментальные точки со-
единены кривыми. Замеры проведены с шагом 
по частоте 10 Гц при постоянной амплитуде 
сигнала, подаваемого на источник акустических 
колебаний. Следует отметить, что предвари-
тельно измеренные характеристики источника 
показали, что интенсивность акустических ко-
лебаний практически линейно зависит от амп-

литуды подаваемого сигнала при частотах до 
нескольких килогерц. 

Анализ результатов эксперимента свиде-
тельствует о том, что частоты, соответствующие 
максимумам пульсаций скорости, практически 
не зависят от средней скорости потока. Это 
подтверждает допущения, заложенные в мате-
матическую модель в части распространения в 
проточном тракте акустических колебаний. 

В таблице приведены расчетные и экспери-
ментальные значения частот, соответствующих 
максимумам пульсаций скорости fη и давления f. 

Сопоставление расчетных и эксперимен-
тальных данных показало, что различие в зна-
чениях f и fη не превышает 12 %. 

Выводы 
1. Разработанная и реализованная в среде 

операционно-символьного вычисления матема-
тическая модель может быть использована для 
оценки акустических характеристик проточных 
трактов переменного сечения, в частности для 
расчета частот, соответствующих максималь-
ным значениям колебаний газа в выходном се-
чении. 

2. С использованием предложенной матема-
тической модели определены значения частот, 
при которых достигаются максимальные зна-
чения пульсаций скорости или давления в вы-
ходном сечении лабораторной установки. Для 
первой моды fη = 18 Гц и f = 64 Гц. 

3. Установлено, что при средних скоростях 
течения воздуха в выходном сечении канала 
(0,7…10 м/с) и при акустическом воздействии 
(10…1000 Гц) различие расчетных и экспери-
ментальных значений частот, соответствующих 
максимумам пульсаций скорости fη и давле-
ния f, не превышает 12 %. 
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