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Разработка методики для стохастического анализа динамических характеристик ра-
кетной и космической техники и ее реакций на внешние случайные воздействия яв-
ляется актуальной инженерной задачей. Колебания упругой конструкции описывают-
ся векторным нелинейным уравнением в форме Коши. На характер нелинейностей не 
накладываются условия дифференцируемости. Функциональность системы зависит 
от выполнения ограничений на значения перемещений, скоростей и ускорений от-
дельных точек конструкции. Для решения многопараметрической задачи использо-
ван интерполяционный метод. Корни ортогональных полиномов Лагранжа являются 
узлами интерполяции. При этом обеспечивается минимальная среднеквадратическая 
ошибка аппроксимации вероятностных характеристик. Функциональность системы 
связана с оценками попадания элементов случайного вектора в соответствующую од-
номерную область. Метод разработан для вероятностного анализа нелинейных си-
стем, имеющих большое количество случайных параметров. Результаты проиллю-
стрированы примером. 
Ключевые слова: параметры качества, интерполяционный метод, ортогональные по-
линомы, функция плотности вероятности, оценки вероятности 

The development of methods for stochastic analysis of the dynamic characteristics of 
rocket and space systems and their response to external random forces is an important 
engineering task. Vibrations of the elastic structure are described by a vector nonlinear 
equation in the normal Cauchy form. The differentiability of nonlinear dependencies is 
not required. Limitations on the magnitude of the displacements, velocities, and 
accelerations of individual elements formalize the conditions for the functioning of the 
system. The interpolation method is used to solve the multiparametric problem. The roots 
of orthogonal Lagrangian polynomials serve as interpolation nodes. Under this condition, 
the mean quadruple approximation error of probabilistic characteristics assumes a 

——————— 
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minimum value. The functionality of the system is associated with the probability 
estimates of the random vector elements distribution in the corresponding one-
dimensional domain. The method is designed for the probabilistic analysis of nonlinear 
systems with a large number of random parameters. The results are illustrated by an 
example. 
Keywords: quality characteristics, interpolation method, orthogonal polynomials, proba-
bility density function, probability estimates 

Параметрический анализ в той или иной форме 
обязательно сопутствует всем стадиям разра-
ботки любого инженерного объекта. Случай-
ный разброс параметров внешних воздействий, 
условий эксплуатации и проектируемой кон-
струкции (что на практике всегда имеет место) 
может существенно снизить ее функциональ-
ность вплоть до полного выхода из строя. 

Современный уровень вычислительной тех-
ники позволяет использовать сложные нели-
нейные модели реальных объектов с большим 
числом степеней свободы, что характерно для 
конечно-элементных расчетных моделей кон-
струкций летательных аппаратов [1, 2]. Разра-
ботка методик и алгоритмов решения задач 
стохастического многопараметрического ана-
лиза является актуальной темой для научных и 
прикладных исследований в области проекти-
рования ракет и космических аппаратов. 

Цель работы — вероятностная оценка вы-
полнения ограничений на значения перемеще-
ний, скоростей и ускорений отдельных точек 
модели конструкции с учетом наличия в ней 
параметров и внешнего нагружения, имеющих 
случайный разброс в окрестности номинальных 
значений. 

Широко известным и универсальным под-
ходом, дающим возможность принципиально 
просто вычислить вероятностные характери-
стики динамических характеристик для слож-
ных моделей, служит метод Монте-Карло. 
Сущность метода, способы его применения и 
обработки результатов рассмотрены в работах 
[3, 4]. Практически единственным его недостат-
ком является необходимость многократного 
интегрирования системы уравнений движения. 
Для систем высокой размерности (для конечно-
элементных моделей 104…106) этот, казалось 
бы, технический недостаток приобретает прин-
ципиальный характер из-за чрезмерно затяну-
того процесса вычислений даже при умеренных 
требованиях к их точности. Ситуация еще более 
осложняется, если требуется выявить иерархию 
влияния разбросов отдельных параметров на 
результат. Следует отметить, что использова-

ние многоядерных кластеров в определенной 
степени снижает этот недостаток. 

При параметрическом анализе часто приме-
няют теорию чувствительности [5]. Результаты, 
полученные для различных инженерных при-
ложений, в том числе в области динамики кон-
струкций, опубликованы в трудах [6–8]. Сущ-
ность метода заключается в представлении ди-
намических характеристик в форме усеченного 
до линейного или квадратического приближе-
ния степенного ряда в окрестности математи-
ческого ожидания. Коэффициенты ряда назва-
ны функциями чувствительности, способы 
определения которых хорошо разработаны. По 
значениям и знакам функций чувствительности 
легко найти иерархию влияния разбросов па-
раметров. 

Метод весьма нагляден, но имеет суще-
ственный недостаток: нелинейные характери-
стики расчетных моделей часто содержат 
функции, в целом не дифференцируемые, так 
как характеризуются особенностями типа раз-
рывов или изломов. В окрестности соответ-
ствующих точек переключения функции чув-
ствительности определить нельзя, поэтому раз-
ложения в степенные ряды теряют смысл. 
Кроме того, дифференциальные уравнения от-
носительно функций чувствительности во мно-
го раз увеличивают порядок системы уравне-
ний, которую необходимо интегрировать. В ра-
боте [9] предложен способ, в некоторой 
степени ослабляющий этот недостаток. 

Интерполяционный метод В.И. Чернецкого 
[10–12] не уступает методу Монте-Карло по 
универсальности, простоте алгоритма и строго-
сти теоретического обоснования. При числен-
ной реализации интерполяционного метода нет 
необходимости ни в определении, ни даже в 
существовании производных от нелинейных 
функций. Основной недостаток метода 
В.И. Чернецкого заключается в том, что с уве-
личением числа параметров и точности прово-
димых расчетов его трудоемкость быстро при-
ближается к таковой для метода Монте-Карло 
или даже превосходит ее. 
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В настоящей работе показано, что в пара-
метрическом анализе можно использовать 
ограниченную (неполную) информацию, полу-
чаемую интерполяционным методом, что тре-
бует на порядки меньших машинных ресурсов. 
При этом оценочный результат во многих слу-
чаях удовлетворяет потребностям практики; 
иерархия влияния каждого разброса в отдель-
ности определяется попутно, как промежуточ-
ный результат. 

 
Постановка задачи. Считается, что динамика 
конструкции описывается следующим уравне-
нием: 
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где  T
1 2( , , ..., )ny y yY  — вектор фазовых  

координат, точкой обозначено дифференци-
рование по времени t; ( , , )tΨ Y A       T

1 2[ ( , , ), ( , , ), ..., ( , , )]nt t tY A Y A Y A  — нели-
нейная вектор-функция без ограничений на 
характер нелинейностей;  T

1 2( , , ..., )ma a aA  — 
вектор случайных параметров с заданными ве-
роятностными характеристиками; G  — вектор 
внешних воздействий; 0Y  — вектор фазовых 
координат в начальный момент времени 0t . 

Введем вектор параметров качества системы 
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элементы которого представляют собой сово-
купность динамических (например, ускорения, 
скорости, перемещения отдельных точек кон-
струкции) или других существенных характери-
стик системы. Для нормального функциониро-
вания системы эти элементы должны находить-
ся в заданных границах 
  1 2i i iv v v    или     0 , , 1, ,i iv v i i l  

где 1 2,i iv v  — нижняя и верхняя границы интер-
вала разброса параметра качества; 0iv  — мак-
симальное абсолютное значение параметра ка-
чества; l  — количество таких параметров. 

Таким образом, в интервале времени T ве-
роятность 

 0( ( , ) ), [0, ], , 1,i iP v t v t T i i l   A   (2) 

должна быть достаточно высокой, так как 
определяет надежность функционирования си-
стемы. Представляет самостоятельный практи-

ческий интерес вычисление подобных вероят-
ностей в заданные дискретные моменты време-
ни :st  

   0( ( , ) ), , , 1, .i s iP v t v i s i lA   (3) 

Кроме того, их можно применять для оцен-
ки вероятностей (2) и надежности механиче-
ской системы в формулировке В.В. Болотина 
[13]. Если условно для упрощения записи  
исключить в выражении (3) несущественные 
для дальнейших выкладок индекс i и время ,st  
то становится ясно, что целью является 
нахождение вероятностей  0(| |( ) )P v vA  или 

 1 2( ( ) ).P v v vA  Это несложно выполнить, 
если известна интегральная функция распре-
деления ( ),F v  которую следует определить в 
первую очередь. 

 
Метод решения. Для решения уравнения (1) 
можно использовать один из известных алго-
ритмов решения задачи Коши. Функциональ-
ную зависимость между случайными парамет-
рами и параметрами качества выявим, приме-
няя интерполяционный метод В.И. Чернецкого. 
Как уже отмечалось, никакие ограничения на 
характер нелинейностей не накладываются, так 
как аппроксимация проводится по значениям 
параметров качества, вычисленным в узлах ин-
терполяции. Допускается, что  , 1,ja j m  — 
независимые случайные величины с заданными 
функциями плотности вероятности ( ),j jf a  
 1, .j m  Как правило, это условие выполняет-
ся для большинства практических задач. Тогда 
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Интерполяция осуществляется на основе 
полиномов Лагранжа, в качестве которых вы-
бираются ортогональные полиномы с весовы-
ми коэффициентами ( ),j jf a  а узлами назна-
чаются корни этих полиномов. Таким обра-
зом, есть полная определенность в выборе 
самих полиномов и их узлов. Доказывается 
[12], что при этом выполняются два важных 
условия: 

• при увеличении количества узлов точность 
аппроксимации и вычисления вероятностных 
характеристик возрастает, т. е. они определяют-
ся с любой наперед заданной точностью; 

• при каждом фиксированном количестве 
узлов q достигается минимальная средняя 
квадратическая ошибка аппроксимации в клас-
се возможных m-мерных полиномов степени q. 
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Интерполяционный полином представляет-
ся в виде 
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где ( )jq jH a  — ортогональный полином поряд-
ка qj, 
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( jjka  — корни ортогональных полиномов);  
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Суммирование в выражении (5) осуществля-
ется по всем возможным комбинациям индек-
сов 1 2, , ..., .mk k k  В этом случае полином ( )v A  
проходит через все узлы интерполяции. 

Осреднение выражения (5) с учетом форму-
лы (4) дает математическое ожидание парамет-
ра качества 
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где  jk  — математические ожидания полино-
мов, построенных на каждой из m координат 
вектора A  и называемых числами Кристоф-
феля, 
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Числа Кристоффеля зависят от узлов интер-
поляции и для наиболее распространенных за-
конов распределения вычислены и затабулиро-
ваны вместе с узлами соответствующих ортого-
нальных полиномов [10, 12]. 

Аналогично можно определить любую мо-
ментную характеристику и интегральный закон 
распределения  ( ) ( )F v P V v . Рассмотрим ха-
рактеристическую функцию 
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Из формулы (6) следует, что 
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Поэтому математическое ожидание 
         [ ] 1 ( ) 0 ( ) ( ).M P V v P V v P V v  

Следовательно,  [ ] ( )M F v . 
Теперь, если представить ( )A  в форме ин-

терполяционного полинома по аналогии с вы-
ражением (5) и взять математическое ожида-
ние, то получим 
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Как уже отмечалось, необходимо задейство-
вать очень большое количество узлов даже при 
умеренных требованиях к точности расчета и 
небольшой размерности вектора .A  Общее ко-
личество узлов, в которых надо вычислить зна-
чение v, 
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Допустим, что   5, , 10.jq j m  Тогда по-
требное количество узлов ,  т. е. количество 
решений уравнения (1), составит приблизи-
тельно 107. 

 
Решение стохастической задачи. Задача опре-
деления вероятности попадания параметров 
качества в заданные области радикально упро-
щается, т. е. объем вычислений сокращается на 
порядки, если ограничиться получением при-
ближенной информации. Во многих практиче-
ских случаях ее оказывается достаточно для 
оценки функциональности системы. 

Построим верхнюю и нижнюю оценки ис-
комых вероятностей. Для этого необходимо 
использовать допущение, которое широко 
применяется в параметрическом анализе, ко-
гда вариации параметров (детерминирован-
ных и случайных) можно считать достаточно 
малыми. Допустим, что определенная характе-
ристика (например, параметр качества) явля-
ется гладкой нелинейной функцией векторно-
го аргумента ( ).v A  Тогда справедливо разло-
жение параметра качества в ряд Тейлора в 
окрестности математического ожидания. При 
этом очень часто вследствие достаточной ма-
лости вариаций ,ia i  относительно номи-
нальных значений ограничиваются линейным 
приближением 



86 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #9 [702] 2018 

 


   0

1
( ) ( ) ,

m
A i i

i
v A v M a  

где  ,i i  — функции чувствительности перво-
го порядка; 0

ia  — относительный случайный 
параметр, нормированный по его значению. 

Таким образом, влияние случайных разбро-
сов отдельных параметров на общий результат 
рассматривается изолированно. Если произ-
водные не существуют (нелинейные характери-
стики имеют особенности), а зависимости ап-
проксимируются интерполяционными поли-
номами, то такое автономное рассмотрение 
остается правомерным, поскольку существо 
задачи не меняется. Это тем более справедливо, 
так как соотношения, получаемые полиноми-
альной интерполяцией, являются аналитиче-
скими. По этой причине считаем, что влияние 
достаточно малых вариаций ,ia i  на ( )v A  
происходит независимо друг от друга. 

Воспользуемся этим известным допущением 
и обозначим:   0

0(| ( )| ) , ,P v v P P PA  0(A  
 0 0 0 T

1 2( , , ..., )ma a a  — вектор нормированных 
значений случайных параметров; P  и P  — 
нижняя и верхняя оценки вероятности );P  

  0
0(| ( )| ) , .jjP v a v P j  Допустим, получена вы-

борка 0( )v A  величиной .r  При этом оказалось, 
что по каждой переменной 0

ja  число jd  реали-
заций не попало в допустимую область. 

Обозначим множество этих реализаций 
, .jU j  Тогда, если множества не пересекаются, 

т. е.    , ,i jU U i j  число реализаций 
0( ),v A  не попавших в допустимую область, бу-

дет максимальным, что соответствует мини-
мальной вероятности .P  

Следовательно, нижняя оценка вероятности 

 
  

    
1 1

11 lim 1 ,
m m

j j
r j j

P d P
r

 

где jP  — вероятность противоположного со-
бытия. 

Тогда 
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Для получения верхней оценки вероятности 
допустим, что k jd d  и   , ,j kU U j k  а зна-
чит,  
  maxk j

j
P P    и   
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dP P
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Окончательно имеем 

   min j
j

P P .  (10) 

Зависимости, аналогичные выражениям (9) 
и (10), получены в работах [14, 15] для оценки 
вероятности попадания случайного вектора в 
многомерную область по совокупности вероят-
ностей попадания элементов вектора в свои 
одномерные области. Оценки использовались 
для приближенного вычисления надежности. 
Заметим, что нижняя оценка непосредственно 
следует из свойства полуаддитивности вероят-
ности. Оценки близки между собой, а следова-
тельно, и к вероятности P  при ее достаточной 
близости к единице. При малых значениях P  
точность неудовлетворительна. 

Используем формулы (9), (10) для оценок ис-
комых вероятностей  0(| | ),P v v   1 2( ).P v v v  
Для этого выразим одномерные функции рас-
пределения ( )( )jF v  для каждого элемента ja  в 
отдельности как частный случай формулы (7): 
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Из формулы (11) несложно получить плот-
ность вероятности. Тогда искомые вероятности 
примут вид 

     ( ) ( ) ( )
0 0 0( ) ( ).j j jP v v F v F v  (12) 

В результате имеем следующие оценки веро-
ятностей: 
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Для нахождения оценок вероятностей (13) 
требуется вычислить значения v  в количестве 
узлов 

 


  
1

m
j

j
q . 

Таким образом, при   5, , 10jq j m  коли-
чество узлов будет равно 50. Для ранее рас-
смотренного примера с использованием общей 
формулы (8) это количество было 107, т. е. зна-
чительно больше. 

Вероятности попадания параметров каче-
ства в допустимые границы для реальных тех-
нических объектов должны быть близки к еди-
нице. Это очевидное обстоятельство позволяет 
эффективно использовать полученные оценки. 
Допустим, что найденное значение верхней 
оценки оказалось низким (система «плохая»). 
Тогда не имеет смысла уточнять решение, а 
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следует вносить существенные изменения в са-
му систему. 

Если нижняя оценка достаточно близка к 
единице, то система гарантированно функцио-
нальна. Таким образом, используя оценки, 
практически всегда можно сделать аргументи-
рованное заключение о функциональности си-
стемы. Иерархия степени влияния каждого из 
разбросов параметров выявляется сравнением 
вероятностей (12). 

 
Пример. В качестве примера рассмотрим дина-
мическую модель системы с двумя степенями 
свободы (рис. 1). Значения детерминированных 
параметров: массы 1 10m  кг и 2 7m  кг; ко-
эффициент демпфирования    25,0 10  Н/м; 
сила, действующая на первую массу при ее 
движении относительно неподвижного осно-
вания,  0,001G  Н. 

Нелинейная характеристика опоры первой 
массы сепарабельна и записана в виде 

      1 1 1 1 2 1( , ) ( )x x x x . 

Здесь  
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1 1 1

1 1 1
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c x d x d
x x d
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где 1c  — жесткость первой упругой связи меж-
ду неподвижной опорой и массой 1m ; d  — 
люфт нелинейной характеристики. 

Внешнее воздействие   ( ) 1( 0),g t h t  где 
h  — интенсивность внешнего воздействия; 

1( 0)t  — функция Хевисайда. 
Значения жесткостей первой 1c  и второй 2c  

упругих связей, люфта нелинейной характери-
стики d  и интенсивности внешнего воздействия 
h  имеют нормальный закон распределения с 
заданными математическими ожиданиями и 
средними квадратическими отклонениями 
(см. таблицу). 

Для определения вероятности попадания 
максимальной амплитуды колебаний первой 

массы 1maxx  в заданную область использован 
интерполяционный метод. 

Предварительно проведен анализ сходимо-
сти решения при увеличении числа узлов ин-
терполяции по каждому из случайных парамет-
ров. На рис. 2 приведена функция плотности 
вероятности максимальной амплитуды колеба-
ний первой массы 1max( )hf x  по параметру h. 
Видно, что при количестве узлов  5q  и  7q  
зависимости близки; при 13q  результат 
практически совпадает с полученным при 
 7q , поэтому на рисунке не показан. По дру-

гим параметрам результаты аналогичны. 
Целью расчета являлось определение обла-

сти случайного разброса значений максималь-
ной амплитуды колебаний первой массы в 
окрестности среднего значения. В первом вари-
анте границы области задавались значением 

0 0,018v . Вероятность попадания в область, 
вычисленная по формуле (7), составила 0,531. 
Оценка точности формулы (7) при  7,jq j  
выполнена путем сравнения с результатом, по-
лученным методом Монте-Карло с числом реа-
лизаций  42 10 . Ошибка не превысила 2,5 %. 
Нижняя   (| | 0,018) 0,353P v  и верхняя 
  (| | 0,018) 0,624P v  оценки вероятности, по-

лученные по формуле (13), также указывают на 
низкую вероятность попадания в область. 

Второй вариант расчета проведен для гра-
ниц со значением 0 0,020,v  т. е. для увели-
ченной примерно на 10 % области случайного 
разброса значений амплитуды колебаний пер-
вой массы. Вероятность, вычисленная по фор-
муле (7), равна 0,989, т. е. близка к единице. 
Нижняя   (| | 0,018) 0,983P v  и верхняя 

 
Рис. 1. Модель системы с двумя степенями свободы: 

х1 и х2 — перемещения масс 1m  и 2m  

 

Значения математического ожидания и среднего квадратического отклонения параметров системы 

Параметр Математическое ожидание Среднее квадратическое  
отклонение 

Жесткость первой c1 / второй c2 упругой связи, Н/м  4 41,5 10 /1,0 10  1000/300 

Люфт нелинейной характеристики d, м  33,0 10   42,0 10  

Интенсивность внешнего воздействия h, Н 100 7 
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  (| | 0,018) 0,992P v  оценки вероятности, по-
лученные по формуле (13), также близки к 
единице. 

Это свидетельствует о том, что значение 
0 0,020v  можно рассматривать в качестве до-

пустимых границ области случайного разброса 
значений амплитуды колебаний первой массы. 
Для модели количество реализаций, вычислен-
ных по формуле (8), составило 2401. Примене-

ние оценок дало возможность ограничиться 
значительно меньшим числом реализаций, 
равным 28. Очевидно, что переход к более 
сложным динамическим моделям будет сопро-
вождаться увеличением трудоемкости каждой 
реализации. При этом эффективность предло-
женной методики должна возрастать. 

Выводы 
1. Разработанные методика и алгоритм поз-

воляют на порядки снизить трудоемкость сто-
хастического анализа динамических моделей 
конструкций летательных аппаратов. 

2. Расчетная методика применима для реше-
ния нелинейных задач динамики конструкций, 
математические модели которых могут содер-
жать не дифференцируемые функции вслед-
ствие наличия особенностей типа разрывов или 
изломов. 

3. Алгоритм параметрического анализа поз-
воляет выявить иерархию влияния случайного 
разброса каждого параметра на динамические 
характеристики конструкции и имеет простую 
численную реализацию. 
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