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Повышение производительности автоматизированных процессов обработки матери-
алов требует исследования динамики элементов используемой робототехнической 
системы. Проектирование такой системы связано с трудностями обоснования выбора 
допустимых характеристик, обеспечивающих заданную работоспособность. Для дере-
вообрабатывающего оборудования, оснащенного роботизированными узлами, акту-
альной задачей является определение рациональных кинематических режимов при-
менения круглых пил, совершающих сложные вращательные движения. Она решена 
на основе анализа поведения упругого тонкого диска, относительное и переносное 
вращение которого происходит вокруг пересекающихся осей. Таким образом, уста-
новлена связь переменных напряжений в диске с кинематическими характеристика-
ми его движения. Результаты выполненного исследования позволяют вводить огра-
ничения на переносную скорость вращения круглой пилы при максимально допусти-
мой скорости резания (обработки) материала. 
Ключевые слова: круглая пила, пильный диск, скорость переносного вращения, 
ускорение Кориолиса 

Improving the performance of automated material processing processes requires the study of 
the dynamics of the robotic system elements. Designing such a system is associated with the 
difficulty of justifying the choice of acceptable characteristics that provide the required effi-
ciency. For woodworking machines equipped with robotic units it is important to determine 
the rational kinematic modes for using circular saws that make complex rotational motions. 
This is done by analyzing the behavior of a thin elastic disk, the relative and translatory rota-
tion of which occurs around intersecting axes. In doing so, a connection between variable 
stresses in the disk and the kinematic characteristics of motion is established. The results of 
the study provide an opportunity to impose restrictions on the translatory rotational speed of 
the circular saw at the maximum allowable cutting speed (processing) of the material. 
Keywords: circular saw, saw blade, translatory rotational speed, Coriolis acceleration 
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В последнее время в деревообрабатывающем 
станкостроении появились специализирован-
ные обрабатывающие центры (ОЦ) с числовым 
программным управлением, предназначенные 
для изготовления крупногабаритных деревян-
ных (в том числе клееных) деталей для дере-
вянного домостроения. Номенклатура таких 
деталей достаточно широка, начиная от стено-
вых брусьев сечением 250250 мм и наружных 
стеновых панелей длиной до 18 000 мм, шири-
ной до 3000 мм, толщиной до 400 мм и закан-
чивая элементами стропильных конструкций 
крыш, получаемых чаще всего пилением и фре-
зерованием деревянных заготовок. 

Примером такого центра может служить ОЦ 
«Хундеггер К2-робот» (Германия), оснащенный 
роботом, разработанным с учетом установки на 
нем электрического шпинделя (ЭШ) высокой 
мощности с моторизованными группами вра-
щения вокруг осей АХ и ВY (рис. 1). 

Оба вала интерполированы с линейными 
осями системы с числовым программным 
управлением. На валу ЭШ установлен энкодер 
контроля частоты вращения и скорости пере-
мещения робота. Аналогично выполнен и ро-
ботизированный пильный ЭШ Uniteam Ultra 
(Италия).  

Наибольшие динамические нагрузки при 
работе ОЦ Uniteam Ultra («Хундеггер К2-ро-
бот») возникают в процессе переносного дви-
жения вращающейся твердосплавной круглой 
пилы диаметром 640 (800) мм с толщиной диска 
5,4 (6,8) мм. Захват пилы из инструментального 
магазина ОЦ происходит в автоматическом 
режиме, причем при переносе в зону резания 
выполняется ее включение с одновременной 

ориентацией по осям в пространстве для про-
ведения пропила в заданной плоскости. Рабо-
чая частота вращения пилы при резании со-
ставляет 2500…4000 мин–1. 

В зависимости от операции пиления в про-
странстве пила может занимать различное по-
ложение относительно обрабатываемой заго-
товки, однако в любом случае ее ориентация 
должна обеспечивать процесс встречного пиле-
ния древесины вследствие технологических 
ограничений. 

Например, при формировании на торце бру-
са толщиной 300 мм лобовой врубки пиление 
осуществляется за два прохода: сначала брус 
надрезается в нужной плоскости на половину 
толщины при подводе пилы к его нижней пла-
сти. Затем после выхода диска пилы из пропила 
она разворачивается на необходимый угол в 
вертикальной плоскости, поднимается вверх и 
подводится к верхней пласти бруса, завершая 
пропил также при встречном пилении. 

Таким образом, в роботизированных дере-
вообрабатывающих комплексах дисковый ин-
струмент (как твердое тело) приводится в ис-
полнительное положение (рабочее состояние), 
совершая сложное движение в пространстве. 
Наибольшая опасность, связанная с возникно-
вением в инструменте недопустимых по крите-
рию прочности напряжений, возникает в том 
случае, когда относительное и переносное дви-
жения представляют собой вращение вокруг 
взаимно перпендикулярных пересекающихся 
осей. В указанном движении корпус пилы де-
формируется за счет сил инерции, обусловлен-
ных ускорениями его частиц [1]: 

    ,    r e ka a a a  

где ra  и ea  — относительное и переносное 
ускорения; ka  — ускорение Кориолиса. 

Последняя составляющая ускорения опреде-
ляется выражением [1] 

   ω   2 ,k e ra v  

где ω  e  — угловая скорость (частота) перенос-
ного вращения; rv  — относительная скорость. 

Такое движение приводит к растяжению 
диска и его изгибу, напряжения от которого 
изменяются циклически с частотой относи-
тельного вращения, а амплитуда, очевидно, бу-
дет зависеть от переносной частоты. 

Цель работы — установить критерий рабо-
тоспособности выбранного пильного диска ро-
ботизированного центра для максимального 

 
Рис. 1. Роботизированный пильный ЭШ 

ОЦ «Хундеггер К2-робот» 
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допустимого сокращения времени подготовки 
к процессу обработки. 

На практике это позволит существенно сни-
зить риск возникновения высоких переменных 
напряжений и обусловленных ими усталостных 
разрушений корпусов пил [2, 3]. 

 
Постановка задачи. Расчет напряженно-
деформированного состояния (НДС) диска пи-
лы с позиции двумерной геометрически нели-
нейной теории круглых пластин является 
слишком трудоемкой задачей [4]. Поэтому 
приняты допущения, обеспечивающие ее све-
дение к формулировке и решению одномерной 
краевой задачи на основе линеаризованных 
уравнений [5–7]. 

Перемещения точек срединной плоскости 
диска в направлении нормали к ней W считаем 
малыми по сравнению с его радиусом c. Рас-
смотрим случаи, когда частота переносного 
вращения ω  e  много меньше угловой скорости 
(частоты) относительного (собственного) вра-
щения ω .r  Это дает основание принять движе-
ние диска как сферическое с распределением 
ускорений Кориолиса его точек (рис. 2), вычис-
ляемых по формуле 
           2  cosθ,k e ra r  

а также учитывать в расчетах относительное 
ускорение точек диска 

  2 
r ra r  

и пренебрегать их переносным ускорением .ea  
Линеаризованные уравнения равновесия по-

строены в предположении, что НДС диска со-

стоит из основного и дополнительного. Первое, 
вызванное растяжением диска в его плоскости, 
обусловлено распределенными силами инерции 
относительного движения ,rq  второе НДС — 
изгибом из его плоскости (как следствие про-
явления сил инерции Кориолиса). 

Для определения основного НДС использо-
ваны расчетная схема, приведенная на рис. 3, и 
основные соотношения теории растяжения 
круглых пластин в виде системы из двух диф-
ференциальных уравнений и одного алгебраи-
ческого уравнения [8–10], допускающие анали-
тическое решение: 

         
  2 2   1 3
8
r

r
qN k r  

                 
  2 2 2 21 1 1r r k k   

        
      

 123 1 1 ;k  (1а) 

          
  2 2 

θ  1 1 3
8
rqN k r  

                 
  2 2 2 21 1 1r r k k  

        
      

 123 1 1 .k  (1б) 

Здесь    θ  ,    ,    ,    r rN q r N  — безразмерные парамет-
ры;   — коэффициент Пуассона;  /k b c  (b — 
радиус зажимных фланцев диска). 

Безразмерные параметры имеют вид: 

     
      

2 4
2

 θ θ3 2  ;    ; ,r rr r
c c rN N q r

Eh Eh c
 

где   212(1 );  E — модуль упругости; h — 
толщина диска; θ,  rN N  — силы в сечениях, от-
несенные к единице длины сечения (см. рис. 3); 
  — плотность материала диска. 

Формулы (1а), (1б) справедливы при защем-
лении внутреннего контура диска фланцем и 
свободном внешнем контуре [3]. 

 
Рис. 2. Геометрические параметры и кинематическая 

схема движения диска в целом и его точек  
срединной поверхности, заданных в полярной  

системе координат (r, ) 

 
Рис. 3. Расчетная схема системы сил, приводящей  

к растяжению диска (пластины) 
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Движения элемента пластины при ее изгибе 
описываются линеаризованными дифференци-
альными уравнениями [11, 12]: 

  

 

 

 

    
 

    
 

     
  

          
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θ θ
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θ 2 2
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θ

 
θ

0,
θ
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r
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r
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n r

r

rM MM Q
r

rM MM Q r
r

rQ Q Wq r N r
r r

W W WN r q hr
r r r r

 (2) 

где θrM  и θ, rM M  — момент кручения и изги-
бающие моменты в сечениях пластины; 

θ ,    rQ Q  — проекции поперечных сил на нор-
маль к деформированному элементу пластины; 
  nq  — распределенная инерционная сила Ко-
риолиса,      2 cosθ;n e rq h r   ( ,θ).W W r  

Выражения (2) получены добавлением в 
уравнения равновесия элемента пластины [6] 
распределенной инерционной силы   ,nq  что 
показано на рис. 4. 

Первые два выражения системы (2) соответ-
ствуют уравнениям моментов, причем изгиба-
ющие моменты θ,rM M  и момент круче-
ния θrM  в сечениях пластины связаны с ее про-
гибом соотношениями упругости [12]: 

             

3 2 2

2 2 2μ ;
η θr

Eh W W WM
r r r r

 

             

3 2 2
θ 2 2 2μ ;

η θ
Eh W W WM

r r r r
 (3) 

 
         

3 2
θ 2 ,

12 1 θ θr
Eh W WM

r r r
 

а приведенную поперечную силу в кольцевом 
сечении можно определить по формуле 

 


 


θ .
θ
r

r
M

Q Q
r

 

Третье выражение в системе (2) соответству-
ет уравнению проекций поперечных сил θ,rQ Q  
на нормаль к деформированному элементу пла-
стины. 

При деформации диска наблюдается его пе-
региб или образование формы деформирова-
ния с одним узловым диаметром, перемещения 
точек которого W = 0. Вследствие этого пере-
менные, входящие в состав системы (2), пред-
ставим в следующем виде: 

 

 

 



θ

θ θ θ

cosθ;     sinθ;

cosθ;  cosθ;

cosθ;  sinθ;

cosθ,

r

r r r

W w M H

M M Q V

M L Q V

Q V

 (4) 

где θ, , , , , ,rw H M V L V V  — переменные функ-
ции, зависящие от r. 

Введем безразмерные параметры 

  
 

 

  

 





2

4

3 3/2
  θ

3/2

4

ηη ;       , ;

η     , ,r

cww M M M H L
h Eh

cV V V V V
Eh

  (5) 

причем 

   
 


, dw
dr

  (6) 

где    η /c h  (  — угол поворота нормали к 
плоскости диска). 

Представив приведенную поперечную силу в 
виде      1,rV V Hr  после преобразований си-
стемы (2) с учетом выражений (3)–(6) получим 
систему уравнений в форме одного векторно-
матричного дифференциального уравнения [5] 

         


, d Y B Y D
dr

 (7) 

где  T
1 2 3 4{ } ( , , ,, )Y y y y y   1 ;y w   2 ; y  

 3 ; y M   4  ;y V  [ ]B  — матрица (размером 44) 
переменных коэффициентов; { }D  
    T(0, 0, 0,   ) ,kq r      5 3/2 3/( )2 .k e rq c Eh  

                    
Рис. 4. Схема системы сил, приводящих к изгибу диска (пластины) 
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Элементы матрицы [ ]B  имеют вид: 
      2

11 12 13 14 210;  1;  0;  0;  ; b b b b b r  
    22 23 24/ ;  1; 0; b r b b  

             3 2
31 323 1 ;  3 1 ;b r b r  

      1
33 341 ;  1;b r b  

              2 2
41 θ3 1 ;rb r N N r  

     
          1 3

42 3 1 ;r rb q r N N r r  
      2 1

43 44;  .rb r N b r  

Для принятого закрепления диска на внут-
реннем контуре решение уравнения (7) долж-
но удовлетворять следующим граничным 
условиям: 

    

  

 

  

0,  0 при / ;

0,   0 при 1.

w r k b c

M V r
 (8) 

 
Метод расчета. Численное решение сформули-
рованной краевой задачи целесообразно про-
водить, используя метод начальных параметров 
[9, 13]. Алгоритм ее расчета сводиться к после-
довательному решению задач Коши. При этом 
ее решение { }Y  складывается из общего реше-
ния однородного уравнения и частного реше-
ния неоднородного уравнения { }:Z  
         ,Y y C Z  

где [ ]y  — матрица общих решений; { }C  — век-
тор констант. 

С учетом граничных условий на внутреннем 
контуре диска оно имеет вид 
          3 4

3 4 ,Y C y C y Z  

где 3 4{ }, { }y y  — частные решения, получаемые 
путем двукратного интегрирования уравне-
ния (7) при { } 0D  с граничными условиями 
вида  T

0{ } (0, 0, 1, 0)Y  и  T
0{ } (0, 0, 0, 1) .Y  

Третье интегрирование неоднородного 
уравнения (7) должно быть проведено с нуле-
выми компонентами 0{ .}Y  После определения 
вектора констант из уравнения, составленного 
на основе удовлетворения граничным условиям 
на внешнем контуре диска (8), путем еще одно-
го интегрирования уравнения (7) будет получе-
но искомое решение. 

При численных расчетах для интегрирова-
ния системы дифференциальных уравнений 
целесообразно использовать стандартные алго-
ритмы и программы, реализующие методы Рун-

ге — Кутты или Кутты — Мерсона на алгорит-
мических языках [14, 15]. 

 
Пример расчета. Обратимся к результатам 
численных расчетов НДС диска в зависимости 
от кинематических характеристик его сфериче-
ского движения. 

Для случаев, когда частота переносного вра-
щения пильного диска    12  ce  и    14  ce  
принято следующее:   52,1 10 МПа;E    0,3;  
  37811 кг/м ;   0, 4  м;c   0,0068  м; h   0,2k  
и   1  418,9 c .r  

По результатам расчетов установлено, что 
напряжения растяжения диска на порядок 
меньше изгибных. Однако пренебрежение ими 
в уравнении (7) приводит к трехкратному уве-
личению максимального прогиба диска при 
изгибе  ( , θ),W W c  который для    14  сe  
составлял 14,2 мм. Можно считать, что измене-
ния напряжений в диске во времени носят 
симметричный циклический характер. Их ам-
плитудные значения приняты в виде эквива-
лентных напряжений [11], определяемых по 
формуле 

     


    
2

2 2 2
экв θθ θ3/2 2

6 3 .r r r
Eh M M M M M

c
 

На рис. 5 приведены результаты расчета ука-
занных напряжений. Их максимальные значе-
ния имеют место на контуре закрепления диска. 

Запас по усталостной прочности представля-
ет отношение предела выносливости  1  к экв  
(при испытаниях на изгиб образцов из инстру-
ментальных сталей  1  cоставляет порядка 

 
Рис. 5. Распределение эквивалентных  

напряжений экв  вдоль радиуса пильного диска r   
при различных значениях переносной  

частоты вращения: 
1 —    12  с ;e  2 —    14  сe  
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40…50 % предела прочности в  [16], например, 
у стали марки 9ХФМ  1 723 МПа,  
 в 1411 МПа  [3]). Представленные графики 
(см. рис. 5) позволяют сделать заключение об 
опасности разрушения диска в зависимости от 
частоты переносного вращения. Так, сопостав-
ление предела выносливости 1σ  для указанной 
марки стали с данными, приведенными на рис. 5, 
свидетельствует о том, что вращение пилы с ча-
стотой  ,e  превышающей полтора оборота в 
секунду  13   с( ) , становиться опасным из-за ее 
возможного малоциклового разрушения диска. 

Выводы 

1. Анализ НДС вращающегося пильного 
диска при переносе в зону резания и выхода из 
нее для перехода к новой операции показал 
необходимость ограничения скорости его пере-
носного вращения. 

2. Предложенный инженерный метод позво-
ляет эффективно определить допустимые ки-
нематические режимы использования круглых 
пил в роботизированных деревообрабатываю-
щих центрах. 
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