
60 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #4(709) 2019 

УДК 621.45.037 doi: 10.18698/0536-1044-2019-4-60-70 

Топологическая оптимизация  
конструкции диска турбины  
при действии термомеханических нагрузок 

В.Ф. Буй1, В.С. Прокопов1, С.С. Гаврюшин1, Д. Папазафеиропоулос2 
1 МГТУ им. Н.Э. Баумана  
2 Афинский национальный технический университет 

Topology Optimization of the Turbine Disk Structure 
under Thermomechanical Loads 

V.P. Bui1, V.S. Prokopov1, S.S. Gavriushin1, G. Papazafeiropoulos2 
1 Bauman Moscow State Technical University 
2 National Technical University of Athens 

 
Рассмотрено применение метода топологической оптимизации для получения но-
вой формы осесимметричной конструкции. Для моделирования использован мате-
матический аппарат механики твердого тела и метод конечных элементов с учетом 
влияния температурной и механической нагрузок. Последовательно решена задача 
минимизации податливости вращающегося диска турбины с заданным допускае-
мым объемом материала. Вначале определено распределение температуры в области 
проектирования, затем сделана оценка напряженно-деформированного состояния с 
учетом поля температур, далее проведена топологическая оптимизация с примене-
нием метода движущихся асимптот. Сопоставлены результаты расчетов для раз-
личных сценариев оптимизации: с разными допускаемыми объемами материала и 
угловыми скоростями вращения диска, с тепловой нагрузкой и без нее. Выполнено 
сравнение формы оптимизированного диска, полученной с помощью разработан-
ной программы, реализованной в среде MATLAB, и конструкций, созданных средс-
твами ANSYS APDL и ABAQUS (TOSCA). Форма оптимизированного диска делает 
возможным его изготовление как традиционными методами, так и с помощью ад-
дитивного производства. 
Ключевые слова: топологическая оптимизация, алгоритм ММА, минимизация по-
датливости, осесимметричная конструкция, аддитивное производство 

This article presents a study of topology optimization to obtain a new form of an axisym-
metric structure using mathematical tools of solid body mechanics and finite elements anal-
ysis and taking into account the effect of thermal and mechanical loads. The problem of 
minimizing the compliance of a rotating turbine disk is solved sequentially, with a given of 
the volume constraint.  First, temperature distribution is obtained in the design area, then 
the problem of determining the stress-strain state is solved taking into account the thermo-
effect, and finally, topology optimization is performed using the moving asymptotes meth-
od. The results of calculations for different optimization scenarios are compared: operating 
at different volume fractions and different rotational speeds of the turbine disk; with and 
without thermal loading. A comparison of the optimized model obtained by implementing 
the developed program in the MATLAB environment, and structures created using ANSYS 
APDL and ABAQUS (TOSCA) is presented. The form of the optimized disk allows its man-
ufacturing by both traditional as well as additive methods. 
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Оптимизация конструкций является важной 
задачей аэронавтики и других областей техники 
[1–3]. Наличие строгих требований к ресурсу 
газотурбинных двигателей вызвало необходи-
мость разработки методик проектирования ро-
торов турбин и компрессоров максимальной 
жесткости. 

В последние десятилетия в связи с расшире-
нием области применения газовых турбин во-
просы жесткости вращающихся дисков приоб-
рели особую актуальность. Улучшить жесткость 
диска турбины можно путем оптимизации его 
размеров или формы [4, 5], однако это не всегда 
позволяет определить наиболее эффективную 
конструкцию элементов ротора. Вследствие 
развития аддитивных технологий топологиче-
ская оптимизация (ТО) стала играть важную 
роль на этапе проектирования новых конс-
трукций, относящихся к продуктам четвертой 
промышленной революции, получившей 
название «Индустрия 4.0». 

Цель работы — применение метода ТО в за-
даче оптимизации конструкции диска турбины с 
учетом температурных и механических нагрузок. 

 
Теоретическая постановка проблемы. ТО 
термомеханической проблемы впервые была 
изучена Х. Родригесом и П. Фернандесом [6] на 
основе метода гомогенизации. Дж. Дэн, Дж. Ян 
и Г. Ченг [7] оптимизировали микроструктуру 
гомогенного пористого материала и топологию 
макроструктуры. К.Т. Зуо, Л.П. Чен, Ю.К. Чжан 
и С.Т. Ван [8] применили аналогичный метод 
для проектирования топологии термически 
приводимых в действие микромеханизмов. 

В настоящее время существует ограниченное 
число трудов, посвященных ТО осесимметрич-
ных конструкций в термомеханической поста-
новке. В данной работе рассмотрена ТО осе-
симметричной конструкции диска турбины с 
учетом температурных и механических нагру-
зок. 

 
Топологическая оптимизация осесимметрич-
ной конструкции с учетом термомеханиче-
ских нагрузок. TO — это математический ме-
тод, оптимизирующий компоновку материала в 
области проектирования при заданных нагруз-
ках и граничных условиях с целью максимиза-
ции производительности системы. Главная 

идея ТО заключается в оптимальном располо-
жении материала в заранее заданном объеме 
для минимизации или максимизации целевой 
функции (массы, перемещения или податливо-
сти) и удовлетворения ограничениям, таким 
как максимальное допускаемое значение 
напряжения, массы или перемещения. Таким 
образом, ТО — общий инструмент структурной 
оптимизации. 

Общая постановка задачи ТО [9] состоит в 
следующем. С учетом ограничения объема 1c  и 
множества (m – 1) других ограничений ,ic  
[2, ..., ],i m  определить такое распределение 

материала, которое минимизирует целевую 
функцию 0c  в области проектирования  . 

Минимизация 

   0( ( ), )c u   (1) 

при ограничениях 

 

     


    

1 мат 0( ) ( ) 0;

( ( ), ) 0, 2, ..., ,i

c x dV V

c i mu
 

где ( )u  — вектор перемещения, который дол-
жен удовлетворять управляющим уравнениям 
физической системы;   — проектная перемен-
ная, принимающая значение 0 (пустота) или 1 
(материал) в месте x области проектирования; 

матV  и 0V  — объем материала и исследуемой 
области. 

Температурное поле и поле механических 
деформаций предполагаются слабосвязанными, 
т. е. изменение температуры вызывает тепло-
вую деформацию, а возникновение деформа-
ции не приводит к изменению температуры. 
Поэтому при рассмотрении термомеханической 
проблемы с помощью метода конечных элемен-
тов (МКЭ) связь статической механики и ста-
ционарной теплопроводности относительно 
проста. 

На рис. 1 приведена схема ТО в термомеха-
нической постановке, где КЭ — конечный эле-
мент. Вначале определяют температурное поле 
для заданных граничных условий. Затем рас-
считывают тепловую деформацию, которая 
преобразуется в вектор правой части и добав-
ляется к существующим нагрузкам (форму-
ла (2)). Далее находят поле перемещений для 
заданных граничных условий и нагрузок. 
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Известные уравнения равновесия для тер-
мического и механического анализа имеют сле-
дующий вид: 
  ;t ttK f  
  ( ),mu tK f  

где tK  — глобальная матрица теплопроводно-
сти; t — температура в узлах конструкции; tf  — 
температурная нагрузка; mK  — глобальная 
матрица жесткости; u — перемещение; ( )tf  — 
механическая нагрузка, зависящая от темпера-
туры. 

Нагрузка ( )tf  зависит от температурного 
поля, поскольку определяется как суперпози-
ция чисто механической mf  и температурной 
нагрузок: 

      ( ) ( ).m tt tf f f  

Температурная нагрузка ( )t tf  отдельного  
КЭ е вычисляется по формуле 

      T 0 .
e

t e
V

t dVf B D   (2) 

Здесь B — матрица связи деформаций и узло-
вых перемещений; D — матрица упругих 

свойств материала; 0  — тепловая деформация 
КЭ е, eV  — объем КЭ е. 

Тепловая деформация КЭ е 

  
 
       
 
 

0  ,
0

e eT T   (3) 

где  — коэффициент линейного теплового 
расширения;  eT  — изменение температуры 
КЭ .eT  

Температура КЭ интерполируется с исполь-
зованием матрицы функций формы tN  и узло-
вых температур КЭ :et  
    .ee tT tN   (4) 

После подстановки выражений (4) и (3) в 
формулу (2) температурная нагрузка приобре-
тает вид 

   T .( )
e

t t e e
V

t t dVf B D N  

 
Анализ чувствительности для термомехани-
ческой модели. Расчет целевой функции и ана-
лиз ее чувствительности являются важными 

 
Рис. 1. Блок-схема процедуры ТО 
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этапами задачи ТО. Необходимые чувствитель-
ности для различных связанных проблем нахо-
дят с использованием сопряженного метода. 
При заданном ограничении заполнения мате-
риалом исследуемой области  мат 0Volfrac /V V  
задача оптимизации, приведенная в уравне-
нии (1), эквивалентна оптимизации для функ-
ционала Лагранжа L: 

Минимизация 

       


λ F λT T
0( ) ( ) ( ) ( )t t m mt

yL c
x

K T KU F  (5) 

при ограничениях 

      0
1

Volfrac ; 0,001 1,000,
n

e e eV V  

где λ ,t  λm  — матрицы сопряженных коэффи-
циентов; tF  и mF  — температурная и механиче-
ская нагрузки; Т — вектор температуры; K  — 
матрица жесткости конструкции; U  — вектор 
перемещения; e  — проектная переменная КЭ е. 

Следовательно, необходимо проанализиро-
вать чувствительность податливости к вариа-
ции плотностей КЭ. Продифференцировав вы-
ражение (5) по  ,e  получим 
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Формулы для расчета податливости и ее чув-
ствительности имеют вид 

   T
0( ) ( ) ;c u K u  

   
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e
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Сопряженные коэффициенты  ,t  m  опре-
деляются из системы уравнений 
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Таким образом, выражение для вычисления 
чувствительности МКЭ с применением сопря-
женных коэффициентов формально записыва-
ется в виде 
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Метод подвижных асимптот для обновления 
управляющих параметров. Сформированная 
задача (5) — стандартная задача нелинейного 
математического программирования и может 
быть решена любым методом. В данной статье 
метод подвижных асимптот (Method of Moving 
Asymptotes — MMA) использован как алго-
ритм ТО. 

Алгоритм MMA, опубликованный К. Сван-
бергом в 1987 г. [10], в настоящее время являет-
ся широко применяемым алгоритмом ТО. 
ММА свободно доступен для образовательных 
и исследовательских целей (по обращению к 
К. Сванбергу). Метод базируется на концепции 
приближения выпуклых функций, а следова-
тельно, аппроксимирует фактическую пробле-
му оптимизации, создавая подзадачу, где целе-
вая и ограничивающая функции заменяются 
аппроксимациями на основе значений целевой 
функции и ее чувствительности, найденных с 
использованием МКЭ. 

В работе [11] выполнено сравнение ММА с 
двумя другими методами, применяемыми для 
ТО: последовательным квадратичным про-
граммированием (sequential quadratic 
programming — SQP) и оптимальным критери-
ем (optimality criteria — OC). 

Анализ полученных результатов (рис. 2) по-
казал, что наибольшее время расчета соответ-
ствует методу SQP. Метод ОС требует меньше 
времени, но его нельзя использовать в данной 
задаче, так как он не позволяет решать задачи 
ТО с более чем одним ограничением [12]. Та-

 
Рис. 2. Зависимость времени расчета tр  

от числа переменных N для методов SQP ( ),  
MMA ( ) и OC ( ) 
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ким образом, ММА является самым удобным 
методом оптимизации для целевой функции 
разного типа с любым числом ограничений, 
позволяя контролировать стабильность и ско-
рость сходимости процесса оптимизации. 

 
Топологическая оптимизация вращающегося 
диска турбины. Рассмотрим применение при-
веденного выше метода к реальной конструк-
ции вращающегося диска в осесимметричной 
постановке с учетом термомеханической 
нагрузки. 
Постановка задачи. Задача ТО вращающегося 
диска турбины с прикрепленными к нему ло-
патками определена в плоской постановке. Ис-
следован диск (рис. 3), симметричный относи-
тельно своей срединной плоскости r. На диск, 
вращающийся с угловой скоростью ω (об/мин), 
действуют инерционные и температурные 
нагрузки, а также радиальные напряжения:  
Р1 (Па) — возникающие вследствие его посадки 
с натягом на вал и Р2 (Па) — вызванные силами 
инерции лопаток. Температура распределена по 
билинейному закону и задана в четырех харак-
терных точках: 1 (100 °C), 2 (200 °C), 3 (300 °C), 
4 (400 °C). В расчетах принято, что материал 
диска — высокопрочная низколегированная 
сталь 30ХГСА. 

Для осуществления ТО необходимо провес-
ти сотни итераций расчета, поэтому упроще-
ние модели даст возможность исследовать 
большее число вариантов конструкции с раз-
личными параметрами и быстрее оценить по-
ведение оптимального решения при измене-
нии внешних параметров. Другими словами, 
использованная упрощенная схема параметри-
зации формы диска позволяет быстро полу-

чить удовлетворительный вариант конструк-
ции. 

Для упрощения расчета и создания нового 
конструктивного решения область проектиро-
вания была задана следующим образом: лопат-
ки заменены на участок цилиндрической обо-
лочки (размеры которой совпадали с областью 
их крепления), а диафрагма — областью проек-
тирования в форме цилиндра (рис. 4, а, б). 
Описанная упрощенная конструкция принята 
исходной моделью вращающегося диска, ис-
пользуемой в задаче ТО. 

 
Анализ результатов ТО с помощью програм-
мы, реализованной в системе MATLAB. Сна-
чала рассмотрим влияние коэффициента Volfrac 
на результаты ТО диска турбины. На рис. 5 при-
ведена зависимость отношения податливостей 


Податливость оптимизированной модели

П
Податливость исходной модели

 

от коэффициента Volfrac. При ослаблении огра-
ничений на допускаемый объем материала диск 
становится менее жестким и более тяжелым. Ва-
риант 1 оптимизированной формы дает вырож-
денную конструкцию, состоящую из несвязан-

 
Рис. 3. Форма традиционной модели вращающегося 

 диска турбины: 
R1 = 25 мм; R2 = 50 мм; R3 = 250 мм; R4 = 275 мм;  
H1 = 80 мм; H2 = 60 мм; H3 = 40 мм; Р1 = 5·107 Па;  

Р2 = 6·107 Па;  = 3000 об/мин 

   

 
Рис. 4. Исходная модель без учета (а) и с учетом (б) 

 температуры 
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ных областей. С точки зрения технологии про-
изводства и применяемого оборудования вари-
анты 2, 3, 5, 6 для коэффициента Volfrac, равного 
0,35; 0,40; 0,45; 0,50 соответственно, не опти-
мальны. Следовательно, в рамках этой статьи 
для продолжения анализа необходимо выбрать 
значение коэффициента Volfrac = 0,43 (вари-
ант 4). 

Далее рассмотрим задачу поиска оптималь-
ной топологии диска для двух случаев, пока-
занных на рис. 4, а и б. В процессе работы диск 

нагревается, и распределение температуры в 
расчетной области становится таким, как пока-
зано на рис. 4, б. 

Значения отношения податливостей П и 
числа итераций расчета И задач ТО диска при-
ведены на рис. 6. Видно, что податливость конс-
трукции и количество итераций расчета при 
учете температуры значительно выше, чем без 
ее учета. 

На практике турбина может работать в раз-
ных режимах, и угловая скорость вращения ро-
тора будет изменяться. Проведем решение по-
ставленной задачи для различных значений уг-
ловой скорости вращения диска. На рис. 7 
приведена обобщенная зависимость отношения 
податливостей от угловой скорости вращения 
диска. Показано, что с повышением угловой 
скорости вращения отношение податливостей 
увеличивается на 11,9 % (с 3000 до 4000 об/мин) 
и на 15,4 % (с 4000 до 5000 об/мин). 

 
Сравнение результатов ТО с решением, полу-
ченным средствами ANSYS Parametric Design 
Language (APDL) и ABAQUS (TOSCA). На 
рис. 8 показаны конструкции диска турбины, 
созданные в результате его ТО с применением 
разработанного программного модуля, 
ABAQUS (TOSCA) и ANSYS APDL. В ANSYS 
APDL для проведения ТО осесимметричных 
конструкций допускается использование толь-
ко восьмиузловых КЭ (PLANE82). В программе 
ABAQUS с помощью модуля оптимизации 
TOSCA можно задействовать четырехузловые 
КЭ (CAX4). 

  

 
Рис. 6. ТО вращающего диска без учета (а)  

и с учетом (б) температуры: 
а — П = 0,6012; И = 151 (tр = 413 с); б — П = 0,7916;  

И = 170 (tр = 527 с) 

 
Рис. 5. Зависимость отношения податливостей П от коэффициента Volfrac  

(1–6 — варианты оптимизированной формы диска) 
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Анализ полученных данных приводит к вы-
воду о качественном соответствии оптимизи-
рованных вариантов друг другу. Небольшие 
различия обусловлены неодинаковыми типами 
КЭ и настройками разных алгоритмов оптими-
зации (таких как оптимальный критерий и ме-
тод движущих асимптот, изменение штрафного 
коэффициента, значения радиуса фильтрации и 
др.), которые нельзя извлечь и настроить из 

программ ANSYS APDL и ABAQUS (TOSCA) 
[13, 14] в силу закрытого исходного кода. 

Основные результаты оптимизации враща-
ющегося диска турбины приведены в таблице. 
Анализ результатов ТО показал, что с целью 
снижения податливости конструкции масса 
диска уменьшена на 32,2 %. При этом макси-
мальное значение радиального перемещения 
Umax по внешней границе диска отличается от 
исходного варианта в пределах допуска (менее 
чем на 0,02 мм) при одинаковых условиях рабо-
ты турбины. Это указывает на то, что оптими-
зированный диск турбины существенно выиг-
рывает по массе m, удовлетворяя требованиям 
по жесткости. 

 
Анализ возможности изготовления оптималь-
ной конструкции диска методом аддитивного 
производства. Результатом ТО без конструк-
тивных ограничений в большинстве случаев яв-
ляется свободная форма изделия (бионический 
дизайн), изготовление которой сильно затруд-
нено. По этой причине либо добавляют в алго-
ритм ТО специальные ограничения (штамповка, 
симметрия, циклическая симметрия, ограниче-
ния максимальной/минимальной толщины и 
пр.), либо делают постобработку результата ТО в 
ручном или полуавтоматическом режиме с при-
менением CAD-систем. Добавление ограниче-
ний в формулировку ТО для повышения техно-
логичности является активной областью иссле-
дований [15]. 

Рассматриваемый диск может быть выпол-
нен традиционными и аддитивными методами. 
Чтобы устранить технологические трудности 
изготовления диска целиком из-за наличия за-

 

 

 
Рис. 8. Конструкции, созданные в результате  

ТО диска турбины с помощью разных программ: 
а — MATLAB; б — ABAQUS (TOSCA); в — ANSYS APDL 

 
Рис. 7. Зависимость отношения податливостей П от угловой скорости вращения диска  
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мкнутой полости, его оптимальную конструк-
цию можно разделить на две части, как показа-
но на рис. 9. 

Процесс изготовления диска состоит из двух 
основных этапов. На первом каждую из частей 
выполняют традиционными технологическими 
методами (точением, сверлением, фрезеровани-
ем, протягиванием и т. п.). На втором этапе по-
лученные части соединяют сваркой. Анализ 
напряжений оптимальной конструкции пока-
зывает, что сварные швы обеспечат необходи-
мую прочность конструкции. 

Рассмотрим возможности изготовления оп-
тимального диска методами аддитивного произ-
водства [16]. На рис. 10 показан фрагмент созда-
ния оптимальной модели диска в лаборатории 
методом послойного наплавления (Fused 
Deposition Modeling) без поддерживающих струк-
тур. Следует отметить, что в рамках данной рабо-
ты используемый метод аналогичен лазерной 
наплавке (Laser Metal Deposition), которую можно 
применять для получения реальной модели диска 
металлическим (стальным) порошком. 

 
Рис. 9. Вариант изготовления оптимальной формы 

 диска традиционными методами  
(отмеченные линии — место сварки) 

 

 
Рис. 10. Фрагмент изготовления  

оптимальной модели половины диска  
методом послойного наплавления (а)  

и ее внешний вид (б) 

Результаты расчета традиционной и оптимизированной моделей вращающегося диска  
в условиях неравномерного нагрева 

Параметр 

Модель 
Исходная 

 

Оптимизированная 

 

П 1,0000 0,7968 

Umax, мм 0,413 0,429 

m, кг 176,90 120,25 
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Несмотря на то, что применение методов 
аддитивного производства для выполнения 
сложных деталей открывает широкие возмож-
ности конструирования, для этих методов тоже 
существуют технологические ограничения, ко-
торые необходимо прорабатывать с учетом ис-
пользуемого оборудования и метода изготовле-
ния [17, 18]. 

Выводы 
1. Анализ полученных результатов показал 

эффективность метода ТО при проектировании 

диска турбины с учетом термомеханических 
нагрузок. 

2. По сравнению с исходным вариантом у 
оптимальной модели диска масса уменьшена на 
32,2 %. При этом максимальное значение ради-
ального перемещения по внешней границе дис-
ка изменилось незначительно (менее чем на 
0,02 мм). 

3. Диск оптимальной формы может быть из-
готовлен с помощью традиционных или адди-
тивных технологий. Доказана возможность со-
здания диска оптимальной формы методом по-
слойного наплавления металла. 
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