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Проблема крутильных колебаний актуальна для поршневого компрессора, так как в 
процессе его работы возникают переменные крутящие моменты, создающие допол-
нительные напряжения кручения. Такие колебания особенно опасны при резонан-
се, когда первая частота собственных колебаний совпадает с гармонической состав-
ляющей низшего порядка вынужденных колебаний. Проведен анализ описанных в 
научно-технической литературе методов расчета частот собственных крутильных 
колебаний коленчатого вала многорядного поршневого компрессора. Даны реко-
мендации по выбору метода расчета на различных этапах проектирования. Приве-
дены аналитические зависимости, положенные в основу трех методов: остатка, цеп-
ных дробей (метода В.П. Терских) и матричного. Аналитически описаны этапы рас-
чета частоты собственных крутильных колебаний. Представлено разработанное для 
такого расчета программное обеспечение. Выполнено сравнение результатов расче-
та для рассматриваемых методов. 
Ключевые слова: крутильные колебания, собственная частота, метод остатка, метод 
цепных дробей, матричный метод, многомассовая система 

The problem of torsional vibrations is relevant for reciprocating compressors due to the 
occurrence of alternating torques that create additional torsional stresses during 
operation. Such vibrations are particularly dangerous in resonance frequencies when the 
first natural vibration frequency coincides with the harmonic component of the lower 
order of forced vibrations. This article analyzes the methods described in the literature for 
calculating natural torsional frequencies of crankshafts of multirow reciprocating 
compressors. Recommendations are given on selecting an appropriate calculation method 
at various design stages. The analytical dependencies that describe three various methods 
are presented: the iterative method based on moments equation, the method of continued 
fractions (Tersky’s method) and the matrix method. The stages of calculation are 
described analytically, and the calculation results are compared. The developed 
computational software is presented. 
Keywords: torsional vibration, natural vibrations, iterative method based on moments 
equation, method of continued fractions, matrix method, multi mass system 
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Необходимость расчета крутильных колеба-
ний (КК) обусловлена экспериментальными 
исследованиями [1–3], которые показали, что 
КК, возникающие в коленчатых валах (далее 
валы) поршневого компрессорного оборудо-
вания, более опасны, чем изгибные. Это объ-
ясняется тем, что при эксплуатации компрес-
сора появляются переменные крутящие мо-
менты, создающие дополнительные напряже-
ния кручения [4, 5]. 

КК особенно опасны при резонансе, когда 
одна из частот собственных колебаний совпада-
ет с гармонической составляющей низшего по-
рядка вынужденных колебаний. Резонанс мо-
жет возникнуть при регулировании изменени-
ем частоты вращения вала [6]. Алгоритм 
расчета КК [7–9] включает в себя определение 
частот собственных КК приведенной многомас-
совой системы (ММС) валопровода поршневой 
компрессорной установки (рис. 1), а также 
нахождение векторов амплитуд, соответствую-
щих каждой рассчитанной собственной частоте 
колебаний. 

Цель работы — выбор метода расчета ча-
стот собственных КК вала многорядного порш-
невого компрессора. 

Для расчета требуемых величин применяют 
три метода: остатка [10–12], цепных дробей 
(метод В.П. Терских) [12, 13] и матричный (QR-
алгоритм) [5, 14]. 

Метод остатка основан на том, что при 
свободных КК приведенной системы валопро-
вода сумма моментов сил упругости отдельных 
участков вала М уп  и моментов сил инерции 
всех колеблющихся масс М ин  должна рав-
няться нулю: 

 М М  уп ин 0.  (1) 

Вначале определяют величину М  уп  
 М   н  и ci iR , где  c i iR  — остаточный 

момент при колебаниях ММС валопровода ком-
прессора с приближенно заданной частотой c  .i  
Если остаточный момент  c i iR  не равен ну-
лю, то задают приближенное значение частоты 
ωc i1, вычисляют остаточный момент  1 c  1i iR  и 
вновь проверяют условие (1). 

После n-го количества попыток находят ис-
комую частоту c , при которой 

    уп ин 0,М М R  (2) 

где R — остаточный момент при колебаниях 
ММС валопровода компрессора с частотой c .  

Колебания i-й массы происходят по гармо-
ническому закону 
   cos ,i ia t  (3) 

где i  — угол поворота i-й массы; ia  — ампли-
туда колебаний i-й массы. 

Чтобы найти значения частот собственных 
КК в системе, содержащей j масс (см. рис. 1), 
необходимо ввести обозначения действующих 
на i-ю массу моментов сил упругости: 

• для участка слева от текущей i-й массы — 
Муп (i–1); 

• для участка справа от текущей i-й массы — 
Муп i; 

• для текущей i-й массы — Mин i. 
С помощью формул (1)–(3) и зависимостей, 

приведенных в работах [10, 11], можно подобрать 
частоту собственных колебаний ММС c  (см. 
рис. 1), придерживаясь следующего алгоритма: 

• определение момента сил упругости участ-
ка вала с жесткостью c1 при произвольных зна-
чениях относительной амплитуды колебаний a1 
и относительной частоты c1 первой массы 
(например, 1 1,a   c1 1 ) по выражению 

     2 2
1 0 1 1 1c1 c1;М М I a I  

• вычисление амплитуды второй массы по 
формуле 


   

2
1 1 c1

2 1
1 1

1 ;M Ia a
c c

 

• нахождение момента сил упругости участ-
ка вала с жесткостью c2 из соотношения 

  2
2 1 2 2 c1;М М I a  

 
Рис. 1. Схема приведенной ММС валопровода 

поршневой компрессорной установки: 
ci — сопротивление i-го участка вала закручиванию;  

Ii — приведенный момент i-й сосредоточенной  
на валу массы; li — длина i-го участка вала  

приведенной системы; Муп i — момент сил упругости 
i-го участка вала 
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• определение амплитуды третьей массы a3, 
момента сил упругости M3 участка вала с жестко-
стью c3 и т. д. до момента сил упругости Mj участ-
ка вала за последней массой с жесткостью cj; 

• если произвольно выбранная частота c1  
окажется равной одной из действительных ча-
стот собственных КК ММС, то момент сил 
упругости Mj (Mj = R) должен быть равен нулю, 
т. е. будет выполнено условие (2); 

• если частота c1  окажется не равной од-
ной из действительных собственных частот 
ММС, то необходимо задать второе значение 
для частоты собственных колебаний, повторяя 
описанный алгоритм до того момента, пока ко-
личество найденных частот собственных КК не 
станет равным j – 1. 

Тогда, согласно ранее принятым обозначе-
ниям, для ММС эквивалентной системы спра-
ведливы следующие уравнения: 
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Метод В.П. Терских базируется на ориги-
нальном преобразовании уравнений (4) в так 
называемую цепную дробь [12, 13]. Решение 
осуществляется путем подстановок в цепную 
дробь пробных значений собственной частоты 
КК. При совпадении произвольно выбранной 
частоты с действительной собственной часто-
той КК рассматриваемой системы получаемая 
эквивалентная динамическая жесткость будет 
равна нулю. С помощью метода подстановок в 
функцию цепной дроби итерационных значе-
ний c определяют частоты собственных КК 
ММС. 

Матричный метод сводится к решению си-
стемы линейных алгебраических уравнений [7] 
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которая в матричной форме приобретает вид 

   2
c 0,С J A  

где C — матрица жесткости; J — матрица инер-
ционных членов; A — вектор-столбец неиз-
вестных значений амплитуд. 

Так как в реальных системах матрицы J и C 
симметричны, а J — положительно определен-
ная матрица, для их приведения к стандартной 
форме можно использовать метод вращения 
Якоби или более быстрые методы (метод Ги-
венса, QR-алгоритм и его модификации). 

 
Рис. 2. Многомассовая система  

компрессорной установки 

Таблица 1 

Исходные данные для рассматриваемой ММС 

Номер 
массы i 

Момент 
инерции Ii, 

кг·м2 

Номер 
участка j 

Крутильная 
жесткость 
cj ·10–7, Н·м 

1     0,613 1 2,419 
2     7,078 2 3,327 
3     7,079 3 1,770 
4     7,078 4 3,327 
5     7,079 5 1,770 
6     7,071 6 3,327 
7     7,079 7 2,694 
8 642,812 8 2,578 
9   11,700 9 6,853 

10   11,700 10 6,106 
11   32,611 11 3,969 
12   15,035 12 3,933 
13   15,035 13 3,969 
14   15,035 14 3,883 
15   15,035 15 3,969 
16   15,035 16 3,933 
17   15,035 17 6,106 
18   96,944 – – 

 



22 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #11(716) 2019 

В настоящее время самым эффективным 
признан метод решения полной проблемы соб-
ственных значений квадратных заполненных 
матриц общего вида QR-алгоритмом [14]. Реше-
ние задачи значительно упрощается благодаря 
симметричности матриц инерции и жесткости. 

При реализации разработанного расчетного 
программного обеспечения (ПО) по каждому 

из рассмотренных методов определения частот 
КК n-массовой системы использованы исход-
ные данные для крутильной системы компрес-
сорной установки, изображенной на рис. 2. 
Компрессорная установка состоит из шести-
рядного компрессора Ariel KBZ/6, муфты Geis-
linger и приводного газопоршневого двигателя 
Caterpillar G3616 A4. 

Таблица 2 
Результаты расчета 

Номер  
частоты 

Частота собственных КК, Гц, полученная методом 
остатка цепных дробей матричным 

1 191,480 191,450 191,450 
2 466,843 460,846 460,846 
3 561,355 561,258 561,258 
4 998,607 998,605 998,604 
5 1326,871 1313,080 1313,071 
6 1565,568 1565,612 1565,567 
7 2016,138 2008,131 2008,130 
8 2064,788 2064,785 2064,778 
9 2309,092 2311,529 2309,091 

10 2671,412 2671,425 2671,411 
11 3001,816 3001,816 3001,816 
12 3150,588 3108,807 3108,807 
13 3183,370 3183,398 3183,369 
14 3493,407 3476,456 3476,891 
15 3725,998 3722,463 3722,451 
16 4013,749 4013,755 4013,748 
17 6281,853 6584,439 6584,583 

 

 

 

 
Рис. 3. Фрагмент расчета частоты собственных КК методом цепных дробей с помощью разработанного ПО 
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Исходные данные для рассматриваемой 
ММС — значения моментов инерции каждой 
приведенной массы и крутильных жесткостей 
участков вала, соединяющих массы, — приве-
дены в табл. 1. 

На рис. 3 показан фрагмент расчета частоты 
собственных КК методом цепных дробей с по-
мощью разработанного ПО, где также охарак-
теризован вектор выходных данных (порядок 
вывода выходных данных, их содержание) и 
приведен пример таких данных. 

Программное обеспечение разработано на 
объектно-ориентированном языке С++. Вход-
ными данными программы являются крутиль-
ные жесткости участков между сконцентриро-
ванными эквивалентными массами, приведен-
ные моменты инерции возвратно-поступатель-
но движущихся масс (т. е. поршневой группы) 
и моменты инерции приведенных масс участ-

ков вала (щек, коренной шейки и сбегов между 
ними). 

Последовательность работы с созданным 
ПО включает в себя следующие этапы: введение 
исходных данных с клавиатуры или из файла, 
выбор одного из трех методов расчета частоты 
собственных КК, проведение вычислений и вы-
ведение результатов на экран или в файл. 

В табл. 2 приведены результаты расчета ча-
стоты собственных КК рассматриваемой ММС 
тремя методами, в табл. 3 — параметры сравне-
ния и их значения для каждого метода расчета. 

Выводы 

1. С помощью разработанного ПО опреде-
лены частоты собственных КК многомассового 
валопровода поршневого компрессора. 

2. Анализ результатов расчета показал, что 
самым быстрым и нересурсоемким является 
метод остатка. Метод цепных дробей не следует 
использовать для системы, состоящей более 
чем из двенадцати эквивалентных масс, так как 
множественные вложения в цепную дробь [12, 
13] значительно усложняют вычислительные 
операции, а сам расчет может занимать больше 
времени. Это делает метод цепных дробей при-
менимым для систем с ограниченным количе-
ством эквивалентных масс. 

3. Для предварительных (оценочных) вы-
числений рекомендовано использовать итера-
ционные методы, а для более точного последу-
ющего расчета — матричный метод. 
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