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Рассмотрено движение космического аппарата с электрореактивным двигателем. 
Космический аппарат совершает перелеты между точками либрации L1 и L2 системы 
Земля — Луна. Учтено влияние теневых зон, создаваемых Землей и Луной, а также 
возмущения от Земли, Луны и Солнца. Математическая модель перелетов описана в 
барицентрической системе координат. Точное оптимальное решение подобной зада-
чи получено с использованием формализма принципа максимума Понтрягина и чис-
ленного решения краевой задачи. В данной работе использована методика оптимиза-
ции параметров и управлений межпланетными траекториями космических аппара-
тов, которая базируется на оптимизации составных динамических систем и методе 
последовательной линеаризации Р.П. Федоренко, допускающем ограничения на 
функционалы с производными Фреше. В результате моделирования найдены законы 
управления и соответствующие траектории. 
Ключевые слова: космический аппарат, двигатель малой тяги, метод последователь-
ной линеаризации, система Земля — Луна, точка либрации 

This article presents a study of nonlinear motion of an electric propulsion spacecraft. 
Spacecraft transfers between the libration points L1 and L2 of the Earth-Moon system are 
analyzed. The influence of the shaded areas and gravitational effects of the Earth, the 
Moon and the Sun is taken into account. The mathematical model of the transfers is 
described within the barycentric coordinate frame. The exact optimal solution of the 
problem is obtained using Pontryagin’s maximum principle formalism and the numerical 
solution of the boundary value problem. The method of optimizing the parameters and 
controls of interplanetary trajectories of the spacecraft based on the optimization of 
dynamic system components and on Fedorenko’s method of sequential linearization is 
applied in this study. This method allows limitations on composite functions with Fréchet 
derivatives. As the results of the simulation, the control laws and corresponding 
trajectories are obtained. 
Keywords: spacecraft, low thrust engine, sequential linearization method, Earth–Moon sys-
tem, libration point 
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В последнее время развитые страны и космиче-
ские предприятия разрабатывают перспектив-
ные лунные проекты [1–5]. Одной из самых 
сложных задач является создание космической 
станции на Луне и в окрестностях точек (т.) 
либрации L1 и L2 системы Земля — Луна. Эта 
проблема требует развития транспортной си-
стемы, способной обеспечить необходимый 
трафик. 

К наиболее сложным задачам относится 
отыскание программ оптимального управле-
ния перелетами и угловым движением косми-
ческого аппарата (КА) [6–8]. Использование 
электроракетных двигателей (ЭРД) позволит 
значительно сократить затраты топлива на 
такие операции, уменьшить стоимость созда-
ния и обслуживания миссии. Благодаря более 
высокому удельному импульсу тяги ЭРД по 
сравнению с химическими двигателями могут 
обеспечить существенную экономию массы  
КА [9–12]. 

Цель работы — нахождение программ 
управления и соответствующих траекторий 
движения КА в системе Земля — Луна. 

При проектировании миссий учитывались 
гравитационные поля Земли и Луны, возмуще-
ния от Земли, Луны и Солнца, а также влияние 
теневых зон, создаваемых Землей и Луной. 
Приведены результаты перелетов КА с мини-
мизированным временем перелета между точ-
ками либрации L1 и L2, полученные с помощью 
метода Р.П. Федоренко для определения произ-

водных и градиентного метода для оптимиза-
ции законов управления. 
 
Математическая модель. Сформулируем об-
щую задачу оптимизации. Введем в рассмотре-
ние следующие параметры: 

• вектор фазовых координат КА, который 
подчиняется граничным условиям, соответ-
ствующим цели перелета и возможным ограни-
чениям, 

x(t) = {r(t), v(t), mf(t), rE(t), rM(t), rS(t)}T  X; 

• вектор функций управлений, зависящих 
от конструктивных особенностей КА с ЭРД, 

u(t) = {δ(t), e(t)}T  U; 

• вектор проектных параметров КА, огра-
ниченных областью допустимых проектных 
параметров P, 

p = (a0, jsp)T  P, 

где t — текущее время; r(t) — радиус-вектор 
КА; v(t) — вектор скорости КА; mf(t) — текущая 
масса израсходованного рабочего тела; rE(t), 
rM(t) и rS(t) — радиусы-векторы Земли, Луны и 
Солнца соответственно; X — область возмож-
ных значений фазовых координат; δ(t) — 
функция включения/выключения ЭРД; e(t) — 
вектор направления тяги ЭРД; U — область 
возможных значений функций управлений;  

 
Рис. 1. СК, использованные для описания перелетов КА 
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a0 — номинальное ускорение КА на опорной 
орбите; jsp — удельный импульс ЭРД. 

Для оптимизации данных перелетов КА необ-
ходимо определить оптимальные векторы opt( )tu  
и optp , чтобы обеспечить минимальный расход 
топлива μМ и удовлетворить целям миссии: 
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opt
0

opt 0 0 0
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где MРТ — масса топлива; fix — заранее задан-
ный ограниченный набор значений. 

Перелеты КА описывались в рамках комби-
нированной барицентрической системы коор-
динат (СК) [13]. При этом учитывались возму-
щения от Солнца, Земли, Луны и влияние тене-

вых зон, создаваемых двумя последними тела-
ми, а эксцентриситет орбит Луны и Земли во-
круг барицентра не принимался во внимание. 

На рис. 1 показаны две СК, использованные 
для описания перелетов КА: Oxyz — барицен-
трическая СК [8] и Ox1y1z1 — подвижная вра-
щающаяся СК, связанная с КА. Ось x1 направ-
лена на Солнце так, что его проекция на плос-
кость Oy1z1 всегда находится в центре. Ось z1 
параллельна оси z барицентрической СК, а ось 
y1 дополняет СК Ox1y1z1 до правой. 

СК Ox1y1z1 удобно применять при изучении 
углового движения и теневых зон. Согласно 
модели конической тени, существуют три воз-
можных положения КА относительно Солнца и 
тела, создающего теневую зону (рис. 2). 

Так как движение КА рассматривалось в 
рамках ограниченной задачи трех тел, теневые 
зоны создавались Землей и Луной. Наиболее 
сложное для расчета положение КА показано 
на рис. 3, когда КА попадает в зону полутени и 
от Земли, и от Луны. 

Для расчета функции затененности необхо-
димо спроецировать Землю и Луну на плос-
кость Oy1z1 (рис. 4). Проекция Солнца всегда 
находится в центре, поэтому плоскость Oy1z1 
будет выглядеть так, как показано на рис. 4. 

Функция затененности  равна отношению 
незатененной площади проекции Солнца к 
полной площади проекции Солнца на плос-
кость Oy1z1. 
 
Методы оптимизации программы управления 
КА. Оптимальную программу управления, как 
правило, рассчитывают с помощью метода мак-
симума Понтрягина, являющегося эффектив-

 
Рис. 2. Возможные положения КА  

при исследовании теневых зон 
1 — тень тела не влияет на движение КА (функция  

затененности χ = 1); 2 и 3 — КА попадает в зону полной 
тени (χ = 0) и полутени (χ ∈ (0; 1)), создаваемой телом, 

соответственно 
 

 
 

Рис. 3. Положение КА, попавшего в зоны полутени Земли и Луны: 
1 — зоны полной тени; 2 — КА; 3 — зоны полутени 
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ным средством решения круговой ограничен-
ной задачи трех тел. 

В данной работе задача решена с помощью 
метода последовательной линеаризации  
Р.П. Федоренко [14], отличающегося от других 
методов простотой технической реализации 
полученной программы управления при сохра-
нении необходимой точности вычислений. Ме-
тод основан на сведении задачи вариационного 

оптимального управления к итерационной за-
даче линейного программирования. 

Программа управления перелетами КА 
включает в себя три основных участка (рис. 5), 
каждый из разбит на несколько ступенчатых 
которых подучастков для обеспечения большей 
точности. 

В качестве оптимизируемого функционала I 
выбрана сумма массы топлива и условий попа-
дания КА на конечную орбиту: 

     
    

            

     
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I m t r t r t
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где kt  — время окончания участка; k — индекс, 
обозначающий конец участка; n — номер 
участка; r — радиус-вектор КА, kr  — целевой 
радиус-вектор КА на конец участка;   — аргу-
мент широты КА; k  — целевой аргумент ши-
роты КА на конце участка; rv , v  и kv  — со-
ответственно радиальная, угловая и целевая 
угловая скорость КА. 

Тяга направлена под постоянным углом 1
i  к 

радиусу-вектору КА. Таким образом, вектор u — 
кусочно-непрерывная функция управления, 
которую определяют следующие параметры: 
угол между продольной осью КА и направлени-
ем тяги 1,i  даты начала 0

iT  и окончания i
kT  i-го 

участка траектории. 
Согласно обозначениям, используемым в 

методе Р.П. Федоренко, имеем 

 1 ,i
i  u  0{ }i iTp , 0{ , }spa jq . 

Из выражения (1) следует, что функционал 
не содержит интегральной части, а состоит 
 

  

Рис. 6. Положения неориентированного (а)  
и ориентированного (б) КА 

Рис. 7. Зависимость функции затененности   
от времени перелета Т для миссии L1–L2: 

I — зона полной тени; II — зона полутени;  
III — зона без тени 

Рис. 4. Проекции Земли, Луны и Солнца  
на плоскость Oy1z1 

 

 

 
Рис. 5. Общая ступенчатая программа управления 

перелетами КА 1(  — угол между продольной осью 
КА и направлением тяги) 
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только из терминальной части и зависит от фа-
зового вектора 

        1 2 3 4 5, , , , , , , ,Тi i
rt r v v m x x x x xx . 

Проинтегрировав уравнения движения [8]  
с граничными условиями, соответствующими 
точкам либрации, имеем значения фазовых ко-
ординат в безразмерных величинах для конеч-
ного момента времени. Гамильтониан и соот-
ветствующие сопряженные функции получены 
в работе [10]. 

Итак, задача сводится к нахождению следу-
ющих частных производных: 

0 00 1
; ; ; ; .i i i

k

I I I I I
T T a c
    
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Управляют угловым движением маховики, 
вращая солнечные панели КА на каждом шаге 
программы управления, чтобы сориентировать 
их на Солнце. На рис. 6, а показано общее по-
ложение КА, когда угловое управление выклю-
чено, а на рис. 6, б — положение КА, ориенти-
рованного на 0°. 
 
Результаты исследования. С помощью разра-
ботанного авторами программного комплекса 

[15] получены траектории перелета КА с ЭРД и 
соответствующие программы управления. 

В начале перелета L2–L1 (из т. L2 в т. L1) и в 
конце перелета L1–L2 есть промежуток времени, 
когда КА находится в зонах полутени, создава-
емых и Землей, и Луной. Зависимость функции 
затененности от времени перелета для миссии 
L1–L2 показан на рис. 7. 

Существенная нелинейность функции зате-
ненности в начале участка полутени вызвана 
влиянием теневых зон от обоих тел. Затенен-
ный участок перелета составил 0,07 суток, од-
нако продолжительность такого участка может 
достигать 0,25 суток, что составляет 2…5 % все-
го времени перелета. 

Следовательно, необходимо осуществлять 
угловую ориентацию. Например, КА общей 
мощностью 400 кВт при активированной про-
грамме углового управления (рис. 8, а) можно 
полностью зарядить в 2 раза быстрее, чем при 
неактивированной (рис. 8, б). 

Программы управления и соответствующие 
траектории движения КА для перелетов L1–L2 и 
L2–L1 приведены на рис. 9, где красными линия-
ми обозначены участки перелета с включенным 
двигателем, а зелеными — с выключенным. 

Продолжительность миссии L1–L2 составила 
5,9 суток, а L2–L1 — 6,7 суток. 

  
Рис. 8. Ориентированное (a) и неориентированное (б) угловые движения КА 
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Анализ результатов моделирования и опти-
мизации показал, что общая траектория переле-
та состоит из чередующихся активных и пассив-
ных участков, а при перелете L1–L2 один из пас-
сивных участков вырождается. Найденные 
программы управления и траектории согласуют-
ся с полученными в работах [16, 17]. Очевидно, 
баллистическое проектирование миссии пред-
полагает поиск компромисса между расходом 
топлива и общим временем перелета. 

Выводы 
1. Одним из наиболее перспективных до-

стоинств точек либрации является тот факт, 
что КА может начать перелет в любой момент. 

Поэтому, если КА «висит» в одной из точек 
либрации, а миссия является срочной, все 
мощности должны быть полностью заряжены. 
Поэтому необходимо рассчитывать влияние 
затененных областей на режим работы ЭРД на 
базе солнечной энергоустановки и осуществ-
лять управление угловым движением КА. 

2. Использование метода Р.П. Федоренко 
совместно с градиентным методом в задаче трех 
тел позволяет найти оптимальные программы 
управления и соответствующие траектории пе-
релета КА с двигателем малой тяги. 

3. Полученные результаты могут быть при-
менены при баллистическом проектировании 
будущих лунных миссий. 
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