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Использование в нефтегазовом оборудовании приводов на основе прецессирующей 
плоскоконической передачи с малым межосевым углом и многопарным зацеплением 
зубьев вместо передач червячного типа позволяет значительно повысить коэффици-
ент полезного действия и передаваемый крутящий момент, а также почти в 10 раз 
снизить момент страгивания. Изготовление плоскоконических передач в полуобкат-
ном варианте обеспечивает существенное упрощение технологии нарезания зубьев. 
Для исключения возможности кромочного контакта при входе зубьев в зацепление 
вследствие их контактных и изгибных деформаций необходимо осуществлять их 
профильную модификацию. Для решения этой задачи разработан способ модифика-
ции профиля зуба фрезой с прямолинейной режущей кромкой, смещенной из его 
осевой плоскости. На примере нарезания зубьев колеса полуобкатной плоскокониче-
ской передачи предложенной фрезой рассчитаны отклонения профиля от прямоли-
нейного и кривизны поверхности зуба, необходимые для определения контактной 
нагруженности передачи. 
Ключевые слова: полуобкатная плоскоконическая передача, геометрия передачи, мо-
дификация профиля зуба, локализация контакта 

The use of drives based on pan precession gears with a small shaft angle in which multiple-
tooth meshing is implemented significantly increases the efficiency and transmitted torque 
in oil and gas equipment. It also and reduces the breakaway torque by almost an order in 
comparison with worm gears. The production of pan gears in the semi-rolled version signif-
icantly simplifies tooth cutting technology. To exclude the possibility of edge contact of the 
teeth coming into meshing due to their contact and bending deformations, it is necessary to 
carry out profile correction of the teeth. To address this issue, a method utilizing a tool with 
a straight cutting edge displaced from the axial plane of the tool is proposed. Using cutting 
of the wheel teeth of a semi-rolled pan gear with the proposed tool as an example, calcula-
tions of the total profile errors and the tooth surface curvatures are performed to further de-
termine the contact loading of the gear. 
Keywords: pan precession gear, gear geometry, tooth profile modification, contact localiza-
tion 
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Соосный редуктор [1] на основе прецессирую-
щей плоскоконической передачи [2, 3] является 
главным узлом такого нефтегазового оборудо-
вания [4–8], как ручные приводы шаровых кра-
нов (рис. 1) и редукторная вставка винтового 
насоса для добычи тяжелой нефти из малоде-
битных скважин (рис. 2). 

Для значительного упрощения технологии 
нарезания зубьев колес соосного редуктора [1] 
в работах [9–13] предложена и исследована 
геометрия полуобкатной плоскоконической 
передачи с прямыми и бочкообразными по 
длине зубьями в условиях их линейного и то-
чечного контакта в зацеплении. 

Преимуществом такого редуктора является 
возможность реализации передаточного отно-
шения от 10 до 100 при коэффициенте полезно-
го действия 0,90…0,95. Вследствие одновремен-
ного контактирования в зацеплении четырех–
пяти пар зубьев редуктор при ограниченных ра-
диальных габаритных размерах имеет высокую 
нагрузочную способность [14, 15]. 

Плоскоконическая передача относится к 
пространственным передачам с приближенным 
зацеплением. В таких передачах геометрическое 
касание поверхностей зубьев шестерни и колеса 
в любой фазе зацепления происходит лишь в 
одной паре. Зазоры между соседними парами 
зубьев невелики, поэтому наличие контактной 
и изгибной податливости зубьев при работе 
передачи под нагрузкой может приводить к 
удару на входе в зацепление новых пар зубьев. 

Для исключения этого явления в конических 
и гипоидных передачах осуществляют локали-
зацию контакта по профилю зубьев. 

Цель работы — исследование способа моди-
фикации профиля зуба плоского колеса прецес-
сирующей плоскоконической передачи диско-
вой фрезой (ДФ), режущие кромки резцов ко-
торой являются прямыми, но смещены из ее 
осевой плоскости. 

На рис. 3 показана расчетная схема ДФ и ис-
пользуемые системы координат (СК). 

В СК 1 1 1 1( , , ),S x y z  жестко связанной с пря-
молинейной режущей кромкой ДФ, ее уравне-
ние имеет вид 

 1 0;x    1 0;у    1 ,kz h   (1) 

где kh  — линейный параметр кромки, задаю-
щий на ней текущую точку М. 

Производящая поверхность ДФ, образуемая 
вращением режущей кромки вокруг оси ин-
струмента fy  (см. рис. 3), описывается матрич-
ным выражением 
   1 1.f fr A r   (2) 

Здесь  fr  — матрица-столбец, составленная из 
координат , , ;f f fx y z  1r  — матрица-столбец, 

 

 
Рис. 1. Ручной привод шарового крана  

на основе соосного редуктора с прецессирующей  
плоскоконической передачей: 

а — 3D-модель привода;  
б — привод к шаровому крану ДУ-300 

 
Рис. 2. Внешний вид редукторной вставки 

 винтового насоса 
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составленная из проекций (1);  1fA  — матрица 
четвертого порядка, описывающая движение с 
параметром   (углом поворота кромки вокруг 
оси )fy  СК 1 1 1 1( , , )S x y z  относительно СК 

( , , ),f f f fS x y z  жестко связанной с ДФ. 
Согласно рис. 3, матрица четвертого поряд-

ка, описывающая движение с углом ,  имеет 
вид 
  1fA  

         
  


       

cos sin sin sin cos cos sin
0 cos sin 0

,
sin cos sin cos cos sin cos

0 0 0 1

f

f

r

r
 (3) 

где   — угол наклона режущей кромки (угол 
профиля резца ДФ);   — смещение кромки 
резца из осевой плоскости ДФ; fr  — расчетный 
радиус ДФ. 

После раскрытия выражения (2) на основе 
формул (1) и (3) получим следующие зависимо-
сти для координат , ,f f fx y z  производящей по-
верхности ДФ: 

 

     

  

       

sin ( cos ) cos ;

sin ;

cos ( cos ) sin .

f f k

f k

f f k

x r h

y h

z r h

 (4) 

При смещении кромки резца   0  произво-
дящая поверхность (4) представляет собой 
прямой круговой конус: 

 

   

  

    

sin ( cos );

sin ;

cos ( cos ).

f f k

f k

f f k

x r h

y h

z r h

 (5) 

В расчетной точке поверхности конуса 
 0,kh   0,fx   0,fy    .f fz r  
Рассмотрим сечение поверхности (4) осевой 

плоскостью  0.fx  На основании соотношений 
(4) при условии  0fx  выражения для коорди-
нат сечения приобретают вид 

   sin ;f ky h        2 2( cos ) .f f kz r h  

Для расчета отклонений поверхности (4) от 
поверхности (5) введем совпадающую с СК 

( , , )f f f fS x y z  новую СК 0 0 0 0( , , ),S x y z  в которой 
проекции радиуса-вектора 0r  поверхности 
прямого кругового конуса опишем следующим 
образом: 

 

   

  

    

0 0

0 0

0 0

sin ( cos );

sin ;

cos ( cos ),

f

f

x r h

y h

z r h

 (6) 

где h  — линейный параметр конуса; 0  — угол 
исходного производящего контура передачи. 

При   0  и  0h  в расчетной точке по-
верхности (6) 0 0,x   0,fy   0.fz  С исполь-
зованием производящей поверхности (6) в ра-
ботах [9, 10, 13] рассмотрен процесс формооб-

 
Рис. 3. Расчетная схема ДФ и используемые системы СК: 

, ,i i ix y z  — оси промежуточных СК ( , , )i i i iS x y z с центром iO  (i = 1, …, 4) 
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разования поверхности зуба колеса полуобкат-
ной плоскоконической передачи. 

Чтобы использовать математические модели 
процесса формообразования поверхности зуба 
колеса, полученные в работах [9–11, 13], необ-
ходимо согласовать параметры сечения по-
верхности (6) и (4) в плоскости  0 0.fx x  Из 
формулы (6) при 0 0x  следует, что   0  и 

   0 0( cos ).fz r h  
Потребуем, чтобы поверхности (4) и (6) в 

расчетной точке касались и их координаты 
совпадали: 

 0 ;fy y     0 fz z .  (7) 

Используем условия (7) для установления 
связи между параметрами h  и ,kh    и 0 .  

Выполнение условия 0 fz z  (в сечении 
 0 0)fx x  с учетом соотношений (6) и (4) 

позволяет получить выражения 

  
 

 

        

        

2 2
0

2 2

cos cos ;

cos cos .

f f k

k f f

h r r h

h r r h
 (8) 

Из формул (8) следует, что линейный пара-
метр кромки kh  при  0h  равен 

      2 2 cos .f fy r r   (9) 

Это приводит к смещению центра 0O  СК 
0 0 0 0( , , )S x y z  относительно центра fO  СК 

( , , )f f f fS x y z  в направлении оси 0y  на величи-
ну y  (9): 

 
 

 

    

        

0

2 2 2 2
0

sin

cos tg .

k

f f

y h y

r h r
 

Таким образом, сечение производящей по-
верхности в СК 0 0 0 0( 0, , )S x y z  имеет вид 

 
 



    

    

 

0

0

2 2 2 2

0

0;

( )sin

tg ;

,

k

f

x

y h y

p r

z p

 (10) 

где   0cos .fp r h  
Для вычисления угла   из условия касания 

линии (10) в расчетной точке образующей ко-
нуса, наклоненной на угол 0 , определим каса-
тельную к кривой (10). 

Продифференцировав выражения (10) по 
параметру ,h  получим проекции радиуса-век-
тора 0hr  

 



   

 

0

2 2
0 0

0 0

0;

cos tg / ;

cos .

h

h

h

x

y p p

z

  

Орт zm  оси 0z  имеет координаты  0,zxm  
 0,zym  1.zzm  Для определения текущего уг-

ла t  между касательной к кривой (10) и 
осью 0z  воспользуемся соотношением 

   0

0
cos .h z

t
h z

r m
r m

  (11) 

После раскрытия соотношения (11) получим 
выражения 

 

 
 

 
 

   
 

   

  
 

   

2 2
0

2 2 2
0

0
2 2 2

0

cos cos
cos ;

cos cos

sin cos
sin .

cos cos

f
t

f

f
t

f

r h

r h

r h

r h

 (12) 

При  0h  в расчетной точке углы t  и 0  
должны совпадать   0( ).t  Тогда на основа-
нии выражений (12) имеем  

 
 

 
 

2 2

0 2 2 2

cos
cos .

cos
f

f

r
r

 

Решив это уравнение относительно ,  по-
лучим 

 


 

 

 
 

 


  

0
2 2 2

0

2 2
0

2 2 2
0

2 2

0

coscos ;
sin

sin
sin ;

sin

tg tg .

f

f

f

f

f

f

r
r

r
r

r
r

 (13) 

С учетом формул (13) выражения (10) при-
обретают вид 

 0 0x ;     0 ;y g   0z p ,  (14) 

где  

     2 2 2 2 2 2
0( )tg / .ff fg p r r r  

При   0    0 0sin ,y h   0 .z p  Отклоне-
ние h  точек сечения (14) от прямой линии 
при варьировании линейного параметра конуса 
от его минимального значения до максималь-
ного рассчитывается по формуле 

 
    

       
0 0

2 2 2 2 2 2
0 0

sin
tg sin .

h

ff f

y h
p r r r h
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Уравнения производящей поверхности ДФ, 
полученной вращением сечения (14) вокруг 
оси 0 ,y  на основании выражений (14) и (6) 
имеют вид 
  0 sin ;x p    0y g ;     0 cosz p .  (15) 

Для получения выражений проекций 0 ,xm  
0 ,ym  0zm  орта нормали 0m  любой точки M  

поверхности (15) воспользуемся рис. 4, из ко-
торого следует, что положение нормали опре-
деляется текущим углом t  (12). 

Свяжем с точкой M  СК ( , , ),M M M MS x y z  в 
которой орт нормали поверхности (15) направ-
лен по оси My , а ось Mz  является касательной 
к этой поверхности. В СК ( , , )M M M MS x y z  про-
екции ,Mxm  ,Mym  Mzm  орта нормали Mm  име-
ют следующие значения: 
  0,Mxm    1,Mym     0.Mzm   (16) 

Нормаль к поверхности (15) определяется на 
основе матричного выражения 

   0 0 ,M Mm A m   (17) 

где  0m  и  Mm  — матрицы-столбцы, составлен-
ные из проекций 0 ,xm  0 ,ym  0zm  и ,Mxm  ,Mym  

Mzm  соответственно;  0MA  — матрица перехода 
от СК ( , , )M M M MS x y z  к СК 0 0 0 0( , , ),S x y z  кото-
рая согласно рис. 4 имеет вид 
  0MA  

      
     


       

cos sin sin sin cos 0
0 cos sin sin cos

.
sin cos sin cos cos cos sin

0 0 0 1

t t

t t t t

t t t t

p g
p g

 (18) 

После раскрытия выражения (17) на основе 
соотношений (18) и (16) получим 

  

   

 

  

0

0

0

sin sin ;

cos ;

cos sin .

x t

y t

z t

m

m

m

 (19) 

На рис. 5 показана схема расположения ДФ 
и нарезаемого колеса полуобкатной плоскоко-
нической передачи и жестко связанные с ними 
СК 0 0 0 0( , , )S x y z  и ( , , ).k k k kS x y z  Проекции ко-
ординат kx , ky , kz  радиуса-вектора kr  точек 
поверхности зуба колеса в СК ( , , )k k k kS x y z  
определим на основе соотношения 

   0 0 ,k kr A r  (20) 

где kr  и 0r  — матрицы-столбцы, составленные 
из проекций kx , ky , kz  и 0x , 0y , 0z  соответ-
ственно;  0kA  — матрица четвертого порядка, 
описывающая переход от СК 0 0 0 0( , , )S x y z  к СК 

( , , )k k k kS x y z . 

 
Рис. 4. Системы координат ( , , )M M M MS x y z   

и 0 0 0 0( , , ):S x y z  
Р0 — расчетная точка производящей поверхности ДФ  

 
Рис. 5. Схема расположения ДФ, нарезаемого  
ею колеса полуобкатной плоскоконической  

передачи и жестко связанные с ними  
СК 0 0 0 0( , , )S x y z  и ( , , ):k k k kS x y z  

, ,p p px y z  и 0 0 0, ,p p px y z  — оси промежуточных  
СК ( , , )p p p pS x y z  и 0 0 0 0( , , )p p p pS x y z  
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На основе рис. 3 определим элементы матри-
цы, описывающей переход от СК 0 0 0 0( , , )S x y z   
к СК ( , , )k k k kS x y z , 
  0kA  

       


    

2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos 0 sin sin cos
0 1 0 0

,
sin 0 cos cos sin

0 0 0 1

f f f f f

f f f f f

r u r

r u
  (21) 

а также обратной матрицы 
  0kA  

       

   


     

2 2 2 2

2 2 2 2

cos 0 sin cos
0 1 0 0

,
sin 0 cos sin

0 0 0 1

f f f

f f f f

r u

r r
  (22) 

где u  — линейный параметр движения ДФ при 
нарезании зуба плоского колеса, 2r  — расчет-
ный радиус колеса. 

После раскрытия выражения (20) на основе 
формул (15) и (21) получим 

  

      



      

2 2 2 2

2 2 2

sin( ) sin cos ;

;

cos( ) cos sin .

k f f f f

k

k f f f f

x p r u r

y g

z p r u

  (23) 

Поверхность (23) содержит три независи-
мых параметра h , u  и  , связанных уравнени-
ем зацепления [9, 13]. На основании данных 
работы [9] уравнение зацепления ( , , )f h u  
представим в виде 

    0( , , ) uf h u v m  

    0 0 0 0,ux x uy y uz zv m v m v m  (24) 

где  uv  — матрица-столбец, составленная из 
проекций ,u xv  ,u yv  u zv  вектора-аналога отно-
сительной скорости uv  в СК 0 0 0 0( , , ).S x y z  

Для расчета элементов матрицы  uv  вос-
пользуемся зависимостью [9] 
    0 ,uv Cr   (25) 

где C  — матрица четвертого порядка, 

  
  0

0 .k
k

d
du
AC A  

После раскрытия соотношения (25) на осно-
ве выражений (22), (23) и (15) получим следу-
ющие значения:  1;uxv   0;uyv   0.uzv  С уче-
том выражения (19) уравнение (24) принимает 

вид   0,  а формулы (23) упрощаются следую-
щим образом: 

 

      



    

0 2 2 2

0 2 2

cos sin cos ;

;

cos cos sin .

k f f

k

k f f

x h u r

y g

z h u

 

Важнейшими геометрическими характери-
стиками поверхности зуба, необходимыми для 
определения нагруженности контакта в переда-
че, являются главные кривизны поверхности 
зуба 1K  и 2 .K  Выражения для расчета этих 
кривизн получим, решив два уравнения 

 
    

  

1 2 1 2

1 2 3

( )/ ;

/ .

K K

K K
     (26) 

Здесь 1,  2 ,  ,  3  — определители, 







 


1 0 0

0 0

;
h u

h ux

zh z uz

f f f
x x v

m m
  







  2 0 0

0 0

;
h u

xh x ux

h uz

f f f
m m
z z v

 







  0 0

0 0

;
h u

h ux

h uz

f f f
x x v
z z v

  






  


3 0 0

0 0

,
h u

xh x ux

zh z uz

f f f
m m
m m

 

где ,hf  f  и uf  — частные производные соот-
ветственно по h ,   и u  от уравнения зацепле-
ния (24),  0,hf   1,f   0;uf  0 ,hx  0hz  и 0 ,x  

0z  — частные производные по h  и   от про-
екций (15) радиуса-вектора 0 ;r  0 ,zhm  0xhm  и 

0 ,zm  0xm  — частные производные по h  и   
от проекций (19) радиуса-вектора 0 ;m   ,uz  
ux  — проекции вектора-аналога угловой ско-
рости  ,ω  рассчитываемые по формуле 
   0 ,Сmω  подобной соотношению (25),   0,uz  

  0.ux  
После раскрытия определителей (26) полу-

чим выражения 

  0cos ;       1 cos cos ;t
t

d
dh

 

 2 0;     3 0,  

подстановка которых в уравнения (26) позво-
ляет определить главные кривизны: 

 1 0;K     


2
0

cos .
cos

t tdK
dh

 

Использование результатов дифференциро-
вания зависимостей (12) позволяет преобразо-
вать формулу для главной кривизны 2K  к виду 
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 

  
     

2 2

2 3/22 2 2
0

sin cos

cos cosf

K
r h

 

и с учетом связи углов   и 0  (13) получить 
окончательное выражение для ее расчета 

 2K  

   
   


       

2 2 2 2 2
0 0

3/22 2 2 2 2 2 2
0 0 0

sin cos
.

cos sin cos

f f

f f f

r r

r h r r
 

При   0  главная кривизна 2 0,K  про-
филь зуба колеса является прямым, его моди-
фикация отсутствует. 

В качестве примера реализации разработан-
ного способа профильной модификации по-
верхности зуба плоского колеса плоскокониче-
ской передачи рассмотрим процесс формообра-
зования зуба фрезой с расчетным радиусом 

 40fr  мм, резцы которой имеют угол профиля 
  0 20  и смещены из осевой плоскости ДФ на 
величину  10  мм. 

Отклонения профиля зуба h  от прямоли-
нейного в пределах его высоты h =  5 мм при-
ведены на рис. 6, а изменение главной кривиз-
ны 2K  профиля зуба в этих же пределах отра-
жено на рис. 7. 
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