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Рассмотрен численный метод, позволяющий исследовать напряженно-деформиро-
ванное состояние продольно-поперечного преобразователя и получать его нели-
нейную упругую характеристику. Предложена математическая модель, в которой 
использовано численное решение краевой задачи на базе уравнений плоского кри-
волинейного стержня в программном пакете MATLAB. Напряженно-деформи-
рованное состояние и нелинейная упругая характеристика системы получены мето-
дом последовательных нагружений, основанных на линеаризованных уравнениях 
криволинейного стержня. Разработанную модель можно рассматривать как началь-
ное приближение к решению пространственной задачи продольно-крутильного 
преобразователя. 
Ключевые слова: метод последовательных нагружений, нелинейная задача, линеари-
зованная система уравнений, продольно-поперечный преобразователь, криволиней-
ный стержень, нелинейная упругая характеристика 

This paper presents a numerical method for studying the stress-strain state of longitudinal-
transverse transducers and obtaining their nonlinear elastic characteristic. The authors pro-
pose a mathematical model that uses a direct numerical solution of the boundary value 
problem based on the plain curved rod equations in MATLAB. The stress-strain state and 
the nonlinear elastic characteristic of the system are obtained using a method of successive 
loading based on linearized equations of the curved rod. The proposed model can be con-
sidered as an initial approximation to the solution of the spatial problem of the longitudi-
nal-torsional transducer. 
Keywords: successive loading method, nonlinear problem, linearized system of equations, 
longitudinal-transverse transducer, plain curved rod, nonlinear elastic characteristic 
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Рассмотрим численный метод, позволяющий 
исследовать напряженно-деформированное 
состояние продольно-поперечного преобразо-
вателя и получать его нелинейную упругую ха-
рактеристику. 

Цель работы — разработка математической 
модели для расчета напряженно-деформиро-
ванного состояния плоского криволинейного 
стержня при больших перемещениях. 

Для плоского криволинейного стержня 
(рис. 1) определим зависимость поперечного 
перемещения (направленного вдоль оси 1)x  

1xu  верхнего конца 2 стержня от продольного 
перемещения (сонаправленного с осью 2 )x  2xu  
его нижнего конца 1. 

Считаем, что нижний конец стержня пере-
мещается строго вертикально вдоль оси x2, а его 
верхний конец смещается в направляющих 
строго горизонтально параллельно оси x1 [1–3]. 
Также принимаем, что концы жестко защемле-
ны, т. е. не поворачиваются относительно точек 
крепления. Массой стержня пренебрегаем. 

Заданы следующие параметры: высота H, 
начальный угол  и угол разворота дуги φ. 

Углы между локальным единичным век-
тором 1,i  сонаправленным с глобальной 
осью 1,x  и естественным единичным векто-
ром 1,e  направленным по касательной к дуге 
окружности, определяются следующими выра-
жениями: 

• в начале стержня 

    0 ;
2

 

• в конце стержня 

     1 ( ).
2

 

Высота 

     sin( ) sin ,H R R   (1) 

где R  — радиус окружности. 
Из соотношения (1) выражаем радиус 

окружности 

  
  

.
sin( ) sin

HR   (2) 

Запишем систему уравнений для плоского 
криволинейного стрежня [1, 4, 5] как частный 
случай общих уравнений [6], полагая 

 10 20 0;K K  3 0;Q   1 2 0;M M   
   1 2 0;  3 0,u  

где 10 ,K  20K  — начальные кривизны оси 
стержня относительно главных осей; 3Q  — по-
перечная сила; 1M  и 2M  — крутящий и изги-
бающий момент; 1,  2  — углы поворота по-
перечного сечения относительно главных осей; 

3u  — линейное перемещение. 
При этом полагаем, что   0 0P P  и 
  0 0T T  [6], где 0P  и P  — внешняя сосре-

доточенная сила и ее малое приращение; 0T  и 
T  — внешний сосредоточенный момент и его 
малое приращение. 

Окончательно получаем систему из шести 
уравнений 
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  (3) 

где 1Q  и 2Q  — внутренние силы, направленные 
вдоль осей 1x  и 2 ;x    — безразмерная осевая 
координата; 30K  — начальная кривизна оси 
стержня; 3M  — изгибающий момент; 3  — 
угол поворота поперечного сечения стержня; 

33A  — изгибная жесткость стержня; 1u  и 2u  — 

 
Рис. 1. Схема для определения перемещений  

плоского криволинейного стержня 
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продольное и поперечное перемещение попе-
речного сечения стержня. 

Одним из методов решения подобных нели-
нейных задач является метод последовательных 
нагружений [3, 5, 7], в котором каждое дис-
кретное увеличение нагрузки описывается ли-
нейными (линеаризованными) уравнениями. 
Для каждого m-го шага внешняя сила 

( ) ,mF kF  где m — номер шага нагружения; 
k — параметр, определяющий часть общей 
нагрузки на каждом этапе, 1/k n  (n — количе-
ство шагов нагружения). 

Система уравнений для первого шага нагру-
жения совпадает с системой уравнений (3): 

 

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Для каждого последующего m-го шага 
нагружения система уравнений будет выглядеть 
следующим образом [6, 8, 9]: 
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Рассмотрим граничные условия для очеред-
ного шага решаемой задачи. 

При безразмерной осевой координате ε = 0. 
Так как нижний конец стержня жестко защем-
лен, угол поворота 3  в начале участка равен 
нулю. 

В начале координат задано перемещение 
вдоль оси 2 .x  Для решения задачи его необхо-
димо спроецировать на естественные оси [10–12]. 

Матрица поворота для перехода от декарто-
вой системы координат к естественной имеет 
вид 

  
  

      

cos sin
( ) ;

sin cos
L  
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1 1

2 2
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e i
e i

 

Тогда граничные условия будут выглядеть 
следующим образом: 

   3 0;      1 0 0sin ;u u      2 0 0cos ,u u  

где  0u  — малое приращение перемещения на 
конце стержня. 

При безразмерной осевой координате ε = 1. 
Верхний конец стержня жестко защемлен, по-
этому угол поворота 3  в конце участка равен 0. 

Верхний конец стержня может перемещать-
ся только горизонтально в направляющих, по-
этому можно записать следующее условие: 

  1 0.xu  

Сила, направленная вдоль оси 1,x  также 
должна быть равна нулю, поскольку верхний 
конец стержня может свободно перемещаться в 
направлении оси 1:x  

  1 0.xQ  

Эти два граничных условия записаны в де-
картовой системе координат. Спроецировав их 
на естественные оси в конце стержня, получаем 
следующие алгебраические выражения [13–15]: 

• для перемещения  

     1 1 1 2 1sin cos ;xu u u  

• для силы 

     1 1 1 2 1sin cos .xQ Q Q  

Тогда граничные условия будут выглядеть 
следующим образом: 
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Полученные граничные условия должны 
выполняться на каждом шаге решения методом 
последовательных нагружений в программном 
комплексе MATLAB, так как углы 0  и 1  
остаются неизменными на протяжении всего 
решения задачи [15–17]. 

В качестве примера приведем результаты 
расчета плоского криволинейного стержня  
со следующими входными параметрами: 

 50 мм;H    /6;    /6;  ширина сечения 
 5 мм;b  высота сечения 1 мм;h  модуль  

Юнга   52 10 МПa.E  
Радиус кривизны рассчитываемого криво-

линейного стержня, вычисленный по форму-
ле (2), R = 0,1366 м. 

В ходе решения задачи в математическом 
пакете MATLAB получены графики деформи-
рования оси стержня на каждом шаге нагруже-
ния (рис. 2). 

Также определена зависимость поперечного 
смещения верхнего конца стержня 1xu  от про-
дольного перемещения его нижнего конца 0u  
(рис. 3), называемая нелинейной упругой ха-
рактеристикой продольно-поперечного преоб-
разователя. 

Выводы 
1. Методом последовательных нагружений  

в математическом комплексе MATLAB прове-
ден численный расчет напряженно-деформиро-
ванного состояния плоского криволинейного 
стержня при больших перемещениях. 

2. На основе полученных результатов по-
строена нелинейная упругая характеристика 
продольно-поперечного преобразователя.  
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