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Рассмотрено семейство предельных структурных и топологических теорем, которые 
дополняют две теоремы Грюблера, известные в теории механизмов и машин, и мо-
гут быть использованы для установления предельных областей существования реа-
лизуемых на практике многозвенных механизмов. Представленные предельные тео-
ремы содержат общие аналитические зависимости, которые устанавливают новые 
закономерности правильного строения и общие свойства многозвенных механиче-
ских систем с геометрическими, гибкими и динамическими связями; законы пре-
дельного трения в механизмах, включая новый (четвертый) основной закон меха-
ники; позволяют раскрыть основные законы строения и биомеханики двигательной 
системы различных биологических объектов (включая человека), а также устано-
вить и синтезировать различные базовые структурные группы нулевой подвижно-
сти для создания оптимальных механизмов на основе предлагаемого универсально-
го принципа их образования. Все синтезированные на основе единой теории много-
контурные рычажные, кулачковые и зубчатые механизмы со связями разного типа 
имеют оптимальную структуру без избыточных связей и неуправляемых подвижно-
стей и подтверждены патентами на изобретения для разных областей машино-
строения. 
Ключевые слова: механическая система, синтезируемый механизм, структурный син-
тез, кинематическая пара, гибкие и динамические связи 

This paper examines a family of limiting structural and topological theorems complemented 
by two well-known Gruebler theorems that can be used for determining the limiting areas of 
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existence of possible multibody mechanisms. All the multiloop linkage, cam and gear mech-
anisms synthesized using the proposed unified theory have the optimal structure without 
redundant constraints and uncontrolled movements. 

Keywords: mechanical system, synthesized mechanism, structural synthesis, kinematic pair, 
flexible and dynamic connections 

Проблемы структурного синтеза и анализа 
сложных многозвенных механических систем 
(МС). Разработкой сложных многозвенных МС 
занимались такие выдающиеся ученые-меха-
ники и конструкторы-машиностроители, как 
Леонардо да Винчи, П.Л. Чебышев, Л.В. Ассур, 
М. Грюблер и Дж. Ватт. 

Эти МС основаны на возможных вариантах 
сборки многовершинных/многошарнирных 
звеньев разного типа посредством подвижных 
соединений, выполненных в виде геометриче-
ских связей/кинематических пар и гибких/ди-
намических контактных и бесконтактных свя-
зей [1–40]. Такие механизмы, снабженные си-
ловым приводом от заданного количества 
приводных двигателей (F ≥ 1), используют в 
качестве рычажных, кулачковых и зубчатых 
передач преобразования движений. 

Практика применения таких многозвенных 
передач в технике показала, что возникающая 
(из-за множества искомых параметров) в об-
щей теории механизмов и машин (ТММ) [1] 
проблема их многовариантного синтеза и пра-
вильного структурного анализа оказалась еще 
более сложной. В процессе эксплуатации меха-
низмов установлено [3, 14], что их конструкция 
является нежизнеспособной, если их структура 
имеет следующие дефекты: 

• вредные/избыточные связи звеньев; вслед-
ствие чего срок службы механизма сокращается 
2–3 раза (из-за повышенного трения и износа 
узлов); 

• лишние неуправляемые подвижности; по-
этому такой механизм является неработоспо-
собным при функционировании приводного 
двигателя (рабочий орган неподвижен). 

По этой причине в 1979 г. С.Н. Кожевников 
в научной монографии «Основания структур-
ного синтеза механизмов» сформулировал по-
ложение, согласно которому общую задачу по-
строения механизмов для разных областей тех-
ники следует конкретизировать и свести ее к 
структурному синтезу механизмов без избы-
точных связей и лишних неуправляемых по-
движностей (что позволит создавать надежно 
работающие механизмы с увеличенным в 2–

3 раза сроком службы). С.Н. Кожевников пред-
ложил механизмы такого вида (без указанных 
дефектов их структуры) называть оптималь-
ными (наилучшими), а метод их построения — 
оптимальным синтезом. 

Цель работы — установление на основе 
предлагаемых предельных теорем основных 
топологических закономерностей строения МС 
со связями разного типа для направленного 
формирования их заданных свойств, выявление 
новых законов двигательной биомеханики и 
общей механики с учетом предельного трения в 
механизмах, а также построение предельных 
областей существования оптимальных структур 
для синтеза на уровне изобретений примени-
тельно к разным областям машиностроения. 

Представленные в данной работе научно-
практические разработки содержат семейство 
предельных теорем с установленными в анали-
тической форме топологическими закономер-
ностями правильного строения сложных МС и 
определяют их возможное расположение в виде 
построенных предельных областей существова-
ния оптимальных структур. 

Данные материалы позволяют выполнить 
направленный структурный синтез и анализ 
разнообразных оптимальных механизмов с 
разным числом приводов на базе основных ти-
пов базовых структурных групп (БСГ), приме-
ры создания которых приведены далее. 

 
Предельные теоремы структурного синтеза и 
общие топологические свойства кинематиче-
ских цепей (КЦ). Рассматриваемые теоремы 
определяют область существования и особен-
ности строения КЦ, являясь основой для пол-
ного структурного синтеза и системного анали-
за возможного многообразия МС. 

Теоремы структурного синтеза устанавли-
вают взаимосвязь внутреннего строения воз-
можных (реализуемых на практике) КЦ с чис-
лом взаимно независимых замкнутых конту-
ров K и общим MJ-фактором V  max(0 ),V V   
выбираемых как основные входные параметры 
синтеза и анализа механизмов и ферм с задан-
ным показателем подвижности 1F   или 0.F   
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Все эти теоремы доказаны абсолютно пол-
ными универсальными структурными табли-
цами расчетных кодов правильного строения 
возможных статически определимых ферм 
( 0)F   и рычажных механизмов ( 1)F   [19, 33, 
39, 41]. 

Теорема I. Наибольшее число вер-
шин/шарниров на одном звене i (для присоеди-
нения к нему других звеньев КЦ) ограничено 
верхним пределом области синтеза МС: 

  max
( );

2 ( ).
K F F K

i
K F K
 

  
 

Следствие 1. В предельном случае 
(lim )i K F   все замкнутые контуры данной 
КЦ (без стойки) принимают форму треуголь-
ника и становятся неизменяемыми. Например, 
в восьмизвенной ( 8)n   свободной цепи 
( 3, 4)K F   это произойдет при lim 7.i   

Следствие 2. Кинематические структуры, 
содержащие многовершинные (многошарнир-
ные) звенья с числом 0[ 1]i i K    в диапазоне 
2 [ 1]i K    представляют собой неразделимые 
замкнутые КЦ, так как их нельзя разделить на 
более простые цепи. Примеры таких структур-
ных схем даны в работах [19, 40]. 

Следствие 3. Выполнение в многоподвиж-
ных кинематических структурах ( 2)F   хотя 
бы одного из звеньев с числом 1i K   приво-
дит к образованию разделимых замкнутых 
структур, которые можно подразделить (через 
звено с 3)i   на отдельные более простые КЦ 
(примеры таких структурных схем приведены 
в работе [21]). 

Теорема II. Наибольшая кратность шарни-
ров ( 1)j   для сборки открытых, замкнутых и 
смешанных КЦ ограничена верхним пределом 
области синтеза МС: 

  max
( 1);

2 1 ( 1).
K F F K

j
K F K
  

    
 

Следствие 1. Выполнение кинематических 
структур с многократными шарнирами в случае 

0[ ]j j K   приводит к образованию неразде-
лимых (через эти шарниры) КЦ (примеры ко-
торых даны в работе [40]). 

Следствие 2. Выполнение кинематических 
структур с многократными шарнирами увели-
ченной кратности 0[ ]j j K   приводит к обра-
зованию разделимых замкнутых структур, кото-
рые можно разделить (через эти шарниры с 

)j K  на отдельные более простые КЦ (приме-
ры таких цепей даны в работе [35]). 

Теорема III. В КЦ с многократными шарни-
рами наибольшее значение общего MJ-фактора, 
рассчитываемого по формуле 

  
max

1
2

( 1) 2( 1)
j

j
j

V j v K n


      

( jv  — число j-кратных шарниров; 1n  — число 
одновершинных/одношарнирных звеньев), 
ограничено верхним пределом области синтеза 
МС с многократными шарнирами 

  max 12( 1) ,V K n    

который в замкнутых цепях 1( 0)n   представ-
ляет собой арифметический ряд четных чисел 
(2, 4, 6, 8, 10…), возрастающих с увеличением 
количества замкнутых контуров ( 2)K   в син-
тезируемом механизме или ферме. 

Следствие 1. Наибольшее число двухкрат-
ных MJ-шарниров 2( )j  в замкнутых цепях 

1( 0)n   ограничено верхним пределом 

  2 max max( ) 2( 1),V K     

а наибольшее число многократных шарниров 
( 3)j   — верхним пределом 

  3 max( ) 1.j K    

Теорема IV. Минимальное число двухвер-
шинных/двухшарнирных звеньев 2 min( ) ,n  необ-
ходимое для синтеза статически определимых 
механизмов и ферм (при числе избыточных 
связей 1)cr   или структур с избыточными свя-
зями (при 1),cr   ограничено нижним преде-
лом 

  n

5

2
2

mi( ) ( 1) ,) (
H

H c
H

H p rn F h



     

где h  — параметр движения, 1 6;h   Hp  — 
число H-подвижных кинематических пар. 

Примечание. В частном случае ( 1;F   3;h   
1;H   0)cr   общее выражение для расчета 

2 min( )n  приводится к известной второй теореме 
Грюблера: 2 4.n   

Теорема V. Наибольшее число многовер-
шинных/многошарнирных звеньев ( 3)i   для 
оптимального синтеза механизмов без избы-
точных связей (rc = 0), определяемое выраже-
нием 

  3
2( ) ,

2
1

i
K Vn

i



  

ограничено верхним пределом 3 max( ) 2in    в 
цепях с V = 0 или верхним пределом 

3 max( ) 1in    в цепях с MJ-шарнирами при 
1V  . 
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Теорема VI. Универсальный безразмерный 
критерий AVC = 0 (Assembly Verification Crite-
rion) определяет возможность сборки КЦ (от-
крытой, замкнутой, смешанной) из заданных 
наборов звеньев [LA] и их подвижных соедине-
ний [MJA] согласно уравнению проверки пра-
вильности структуры 

   
max

1
2( 1) 2 0

i

i c
i

AVC K V i n r


        

и не зависит от количества двухвершин-
ных/двухшарнирных звеньев в составе собира-
емой многозвенной КЦ. 

Теорема VII. В полном диапазоне вариантов 
пространства возможных движений (1 6)h   
только КЦ МС, существующих и работающих в 
области движений h = 3, обладают свойством 
независимости их подвижности F от количе-
ства трехвершинных/трехшарнирных звеньев 
(n3) в структуре синтезируемого механизма или 
фермы.  

Теорема VIII. В полном диапазоне вариан-
тов пространства возможных движений 
(1 6)h   только КЦ МС, существующих и ра-
ботающих в области движений h = 2 обладают 
свойством независимости их подвижности F от 
количества четырехвершинных/четырехшар-
нирных звеньев (n4) в структуре синтезируемо-
го механизма или фермы. 

Теорема IX. Увеличение количества двух-
вершинных/двухшарнирных звеньев 2( )n  в со-
ставе синтезируемого механизма, работающего в 
области движений h = 3, приводит к повышению 
его подвижности F-DOF. Увеличение количества 
более сложных многошарнирных звеньев ( 4,i   
т. е. 4 5 6, , , ...)n n n  и общего MJ-фактора V при-
водит к уменьшению его подвижности F-DOF. 
Количество трехвершинных/трехшарнирных 
звеньев 3( )n  не влияет на F-DOF. 

Теорема X. Нулевое значение определителя 
целевой функции структурного синтеза вида 

  
6 5

1 2
( 1) ( 1) ( 1) 0,

h H

h H
h H

D n h K N H p
 

 
          

обеспечивает оптимальный структурный син-
тез замкнутых КЦ механизмов и ферм без из-
быточных связей и неуправляемых подвижно-
стей с реализацией заданного числа N обоб-
щенных координат. 

Следствие 1. Значение определителя целе-
вой функции 0D   указывает на наличие в 
данной структуре избыточных связей ( 1)D   
или неуправляемых подвижностей ( 0).D   

Следствие 2. Уравнения статической и ки-
нематической определимости Kh-контурных 
замкнутых КЦ механизмов и ферм имеют вид 

  
6

1

5

2
( )1) ( 1 1;

H

H

h

h
hH

n H hp K





      

  
5

1

6

1
0,

h

h
h

H

H
H

Kp hH


 


   

где hK  — количество независимых замкнутых 
контуров в составе КЦ, существующих в преде-
лах заданного h-подвижного пространства воз-
можных движений. 

Теорема XI. В рычажных механизмах пере-
менной структуры (с изменяемым в особых по-
ложениях числом степеней свободы) существу-
ет широкая область особых положений с вы-
рождением кинематических пар (из-за разрыва 
геометрических связей в пределах их зазоров), 
точно определяющая возникающий диапазон 
неуправляемой подвижности в пределах угла 
поворота выходного звена ( 0),   имеющего 
вид 
  ( , ),il      (1) 

где   — суммарный зазор в кинематических 
парах данного замкнутого контура механизма; 

il  — длина звеньев. 
Следствие. Основной причиной возникно-

вения в механизме особых положений увели-
ченной структурно неуправляемой подвижно-
сти 1( 1)F F   является неизбежное наличие 
зазоров в кинематических парах замкнутых 
контуров механизма, суммарное значение ко-
торых ,  а следовательно, и наибольшая об-
ласть max    возникает в механизме при рас-
положении на одной линии разных шарниров 
сопряженных звеньев (это будет «локус», т. е. 
середина зоны особых положений). 

Примечания. Аналитическая зависимость (1) 
для расчета всей области возникающих особых 
положений 0   применительно к реальным 
механизмам с зазорами ( 0)   получена в ра-
боте [23] на основе метода визуализации зазо-
ров в кинематических парах замкнутого конту-
ра рычажного механизма. 

В частном случае (для идеализированных в 
ТММ беззазорных механизмов с 0)   анали-
тическая зависимость (1) вырождается до ми-
нимума 0  , а применяемая для анализа то-
пологии таких механизмов известная нулевая 
матрица Якоби [7] имеет ограниченные воз-
можности, позволяя выявить только нулевое 
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особое положение 0   (а не всю область этих 
особых положений max ).    

Теорема XII. (О существовании предельных 
констант трения.) В многозвенных МС при 
трении твердых тел (например, сопряженных 
звеньев механизмов) существует точный предел 
силы sF  и коэффициента sf  трения покоя, рав-
ный 3/2 силы kF  и коэффициента kf  трения 
движения: 

4 2 3 3lim ; lim lim ; lim .
9 3 2 2

ss
k s

k k

fFf f
F f

      (2) 

Примечание. Точный расчет и существова-
ние в природе предельных констант трения по-
коя и движения сопряженных твердых тел в 
МС впервые установлено теоретически в статье 
[22] на основе аналитического решения уравне-
ний движения при переходе тела от покоя к 
движению, а также подтверждено эксперимен-
тально определенной границей внешнего тре-
ния твердых тел ( 0, 4,sf     где   — экспе-
риментально установленный граничный коэф-
фициент трения) в работе [17]. 

Следствие. Согласно установленным пре-
дельным константам трения (2), существует 
предел ускорения срыва твердого тела а при его 
переходе от покоя к движению: 

  lim limlim lim s k s kF F F Fa
m m
     

 
 

 2lim 2 , м/с ,
2 2 9

kk fF
m

    (3) 

определяющий закон о том, что ускорение сры-
ва твердого тела массой m равно отношению 
его силы трения движения об опорную поверх-
ность к удвоенной массе этого тела». Следова-
тельно, безопорное движение ( 0)kF   твердого 
тела невозможно. Зависимость (3) представляет 
собой новый (четвертый) основной закон ме-
ханики. 

Теорема XIII. (О существовании предельного 
коэффициента тяги.) В механизмах с гибкими 
упругорастяжимыми связями, передающими 
вращение за счет сил трения (например, рем-
ня), существует точная предельная граница ко-
эффициента тяги тlim ),  равная предельному 
коэффициенту трения покоя (lim ):sf  

  тlim lim 2 3.sf    

Превышение этой границы приводит к ава-
рийному режиму полного буксования гибкой 
фрикционной связи ремня со шкивом, на кото-

ром возникает полная остановка ведомого вала 
фрикционного механизма. 

Примечание. Разные эксперименты [1] поз-
воляют определить лишь приближенное значе-
ние т( 0,6)   перехода от прямой устойчивого 
упругого скольжения ремня (основной рабочий 
режим фрикционной ременной передачи с гиб-
кой связью) к кривой его буксования. 

Теорема XIV. (Механизмы переменной 
структуры и подвижности с динамическими 
связями.) МС с динамическими инерционными 
связями от вращающихся неуравновешенных 
грузовых звеньев выполнены с двумя степеня-
ми свободы ( 2)F   и динамической структу-
рой механизма (ДСТ). ДСТ определяется набо-
ром частных производных по обобщенным  
координатам   и   от инерционных коэффи-
циентов A, B и С в уравнении Лагранжа второго 
рода 
  2 22 ,A B C M          

где M  — вращающий момент. 
Такие системы обладают свойством вибро-

возбуждения импульсов вращающего момента 
на входе ( )M M  и/или на выходе 
( )M M  — свойством внешней виброактив-
ности — в зависимости от соотношения между 
собой частных производных: 

  
; ; ;

; ; .

A B CA B C

A B CA B C

  

  

      
  
      
  

 

Все сочетания частных производных в пре-
деле образуют двенадцать различных возмож-
ных семейств механизмов с разными типами 
ДСТ. 

Примечание. В монографии [18] приведены 
все типы ДСТ, а также примеры применения 
синтезированных (на уровне изобретений) ры-
чажных и зубчатых механизмов с динамиче-
скими инерционными связями в разных обла-
стях машиностроения в качестве эффективных 
автоматических механических передач пере-
менной структуры, виброприводов технологи-
ческих машин и виброударных механизмов. 

Теорема XV. (Первый основной закон биоме-
ханики.) Управляемая подвижность yW  биоме-
ханической двигательной системы многозвен-
ных (позвоночных) биологических объектов 
(включая человека) зависит от числа входящих 
в состав биокинематической цепи (БКЦ) по-
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движных звеньев (костей количеством n), а 
также от числа активно ограничивающих дви-
жение гибких связей (мышц количеством ).ag  
Эта подвижность равна числу двигательных 
гибких связей (мышц количеством )pg  по сле-
дующему уравнению физиологического баланса в 
двигательном организме между его скелетной, 
мышечной и нервной системами (представля-
ющему собой математическую модель различ-
ных биологических объектов, включая человека): 
  .y a pW n g g    

Теорема XVI. (Второй основной закон био-
механики.) В БКЦ переменной структуры 
управляемая подвижность биомеханической 
двигательной системы многозвенных (позво-
ночных) биологических объектов (включая че-
ловека) также является переменной величиной, 
равной числу промежуточных звеньев N, охва-
тываемых гибкими связями в виде активиро-
ванных (т. е. находящихся в деятельном состо-
янии) мышц: 
  .y aW n g N    

В нормальной (сбалансированной) биомеха-
нической системе эта подвижность имеет сле-
дующий предельный диапазон 

  0 .
2y
nW   

Следствие. В нормальной (сбалансирован-
ной) структуре БКЦ сумма активированных 
гибких связей является постоянной величиной, 
равной числу подвижных звеньев БКЦ: 
  const.a pg g n    

Теорема XVII. (Третий основной закон био-
механики.) В биомеханической двигательной 
системе многозвенных (позвоночных) биоло-
гических объектов (включая человека) суще-
ствует предельный коридор управляемых движе-
ний, расширяющийся с увеличением числа по-
движных звеньев n  БКЦ и ограниченный 
соотношением 

  1 1.
2

ag
n

   

Следствие. Выход при работе БКЦ за ниж-
нюю границу предельного коридора управляе-
мых движений (при /2)ag n  приводит к не-
управляемой гипермобильности БКЦ (извест-
ной на практике как паралич двигательной 
системы организма), а выход за верхнюю гра-

ницу предельного коридора управляемых движе-
ний (при )ag n  — к блокированию и полной 
неподвижности всей БКЦ двигательной систе-
мы биологического объекта — возникает слу-
чай 0.W   

Примечание. Три основных закона биомеха-
ники, определяющие закономерности строения 
многозвенных биомеханических систем (требу-
емых для их нормальной жизнедеятельности), а 
также новые понятия и определения (как ис-
ходный пункт познания природного устройства 
и физиологии таких систем) впервые установ-
лены в 1997 г. в работе [24], а затем расширены 
в научных трудах [25, 26]. 

Теорема XVIII. (Топологическая теорема 
№ 1.) Каждая БСГ звеньев в виде открытой КЦ, 
применяемая для структурного синтеза опти-
мальных K-контурных механизмов без избы-
точных связей и лишних подвижностей, долж-
на содержать суммарное число 0 ( )Hf Hp   
степеней свободы H-подвижных кинематиче-
ских пар количеством ,Hp  равное числу степе-
ней свободы пространства ( 1),h   в котором 
существует образуемый звеньями КЦ собирае-
мый замкнутый контур (1 6),h   удовлетво-
ряющий следующему уравнению баланса по-
движностей замкнутой МС: 

  

1
0

1 2 3 4 5
1

6

1

( ) 2 3 4 5

,

H h

H
H

h

h
h

f Hp p p p p p

hK

 








      






 

где K — количество образующихся в замкнутой 
цепи взаимно независимых замкнутых конту-
ров (отличающихся друг от друга хотя бы од-
ним звеном или одной кинематической парой); 
p1, p2, p3, p4, p5 — количество кинематических 
пар подвижностью H = 1, 2, 3, 4, 5 соответ-
ственно. 

Теорема XIX. (Топологическая теорема № 2.) 
Количество взаимно независимых замкнутых 
контуров, образующихся при сборке звеньев 
КЦ, определяется выражением 
  0 1,K n K     

где 0n  — число вершин выбранного звена при-
соединения; K   — число замкнутых контуров, 
в состав которых не входит выбранное звено 
присоединения (например, стойка механизма). 

Теорема XX. (Топологическая теорема № 3.) 
Основной принцип образования многозвенных 
МС заключается в следующем. 
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Многозвенная МС с заданным количест-
вом K взаимно независимых замкнутых конту-
ров (отличающихся друг от друга хотя бы од-
ним звеном или одной кинематической парой) 
и с заданным числом степеней свободы F обра-
зуется путем присоединения к одному из звень-
ев с заданным числом вершин 0n  (это будет 
звено присоединения с предельными парамет-
рами 01 n K F    при F K  или 01 2n K   
при )F K  совокупности собираемых в единую 
КЦ структурных компонентов 
  0

ˆK K K K
     

в виде образуемых звеньями цепи контуров 
трех типов: 

• замкнутых, в состав которых входит задан-
ное звено присоединения (число таких конту-
ров 0 0 1K n  , 0lim 1);n K   

• замкнутых, в состав которых не входит  
заданное звено присоединения (число таких 
контуров 0 ,K K K    lim 1,K K    

0lim lim 2 );K K K    
• открытых, в состав которых входят неза-

мкнутые, т. е. одновершинные звенья количе-
ством 1n  (число таких контуров 1

ˆ 1).K n   
Следствие. Число степеней свободы F (по-

движность W), образуемой (на основе указан-
ной в теореме XX совокупности 1K    замкну-
тых и открытых контуров звеньев) многозвен-
ной МС, существующей в заданном h-про-
странстве возможных движений (1 6)h   
можно точно рассчитать по формуле 

  
max 6

1 1

1 ,
2

i h

i h
i h

F in V hK


 

    
 
   

где in  — число i-вершинных звеньев; hK  — 
число отдельных замкнутых контуров звеньев, 
существующих в пространстве возможных 
движений с данным h ≥1 (общая сумма hK  
равна заданному количеству взаимно незави-
симых замкнутых контуров системы); 

( 1) jV j    — приведенное число j-кратных 
сложных шарниров с 2j   (двойных j2 количе-
ством 2 ,  тройных j3 количеством 3  и т. д.). 

 
Предельные области существования много-
звенных МС. Установленная на основе указан-
ных предельных теорем синтеза I–XX и общих 
топологических свойств КЦ их взаимосвязь с 
количеством K замкнутых контуров цепи в виде 
расположенной в пространстве V — i — j тре-
угольной конфигурации предельной области 

существования разных многозвенных МС при-
ведена на рис. 1. 

Этот рисунок содержит: 
• предельную границу возможного суще-

ствования многозвенных МС (при их струк-
турном синтезе с параметрами i = imax, j = jmax, 
V = Vmax), в случае достижения и превышения 
которой все подвижные многосторонние ( ≥ 
≥ 4) замкнутые контуры свободной КЦ пре-
вращаются в геометрически неизменяемые 
треугольные контуры ( = 3), а вся МС — в 
единое звено; 

• две внутренние граничные области (ГО) 
внутри предельной границы структурных па-
раметров в виде замкнутой треугольной конфи-
гурации (imax — jmax — Vmax): 

– ГО A неразделимых многозвенных 
структур (со структурными параметрами 2 ≤ 
≤ i ≤ [i0 = K +1]; 1 ≤ j ≤ [j0 = K]), которые 
нельзя разделить на отдельные КЦ); область 
A реализуется при структурном синтезе од-
но- (F =1) и многоподвижных (F ≥ 2) меха-
низмов; 

– ГО B разделимых многозвенных струк-
тур (со структурными параметрами [i0 = 
= K + 1] ≤ i ≤ imax; [j0 = K +1] ≤ j ≤ jmax), содер-
жащая оба типа разделимых структур меха-
низмов с F ≥ 2, которые можно разделить на 
отдельные КЦ — как по многовершинному 
звену с i > [i0 = K +1], так и по многократно-
му шарниру с кратностью j > [j0 = K]. 
Примечание. Разнообразные примеры струк-

турного синтеза неразделимых и разделимых 
(по многошарнирному звену с i > i0  или по мно-
гократному шарниру с j ≤ K) приведены в рабо-
тах [21, 33–36, 38, 39]. 

 
Синтез БСГ для построения сложных меха-
низмов оптимальной структуры. На основе 
приведенных в топологических теоремах I и II 
аналитических зависимостей структурных па-
раметров сложных МС (с замкнутыми конту-
рами без избыточных связей и неуправляемых 
подвижностей) можно предложить следующий 
единый алгоритм синтеза рычажных, кулачко-
вых и зубчатых механизмов оптимальной 
структуры. 

Первый этап — синтез БСГ, представляю-
щих собой простейшие одно- или многозвен-
ные КЦ подвижности относительно стойки 
( 0W  ), выполняемый на основе целочислен-
ных решений следующей системы алгебраиче-
ских уравнений: 
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  (4) 

где 0n  — число звеньев БСГ; hK K  — число 
замкнутых контуров БСГ, существующих в пре-
делах пространства возможных движений 
2 6h   (образующихся после присоединения 
к стойке всех внешних пар данной группы); 
K  — число контуров в составе данной струк-
турной группы, замыкаемых посредством гиб-
ких и/или динамических связей звеньев; 0f  — 
суммарное число подвижностей всех внешних 
и внутренних кинематических пар в составе 
данной структурной группы, 0

Hf Hp  . 

Второй этап — синтез плоских и простран-
ственных механизмов оптимальной структуры, 
выполняемый с использованием всех видов свя-
зей звеньев путем присоединения к начальному 
механизму (который образован начальным зве-
ном и стойкой или ведущим двухзвенником, обо-
значаемым как I ;M  число начальных механизмов 
равно величине 1)F   одной или нескольких 
синтезированных БСГ нулевой подвижности со-
гласно следующей общей формуле образования 
любых МС оптимальной структуры на основе 
возможных БСГ 0I ,h  0II ,h  0III ,h  0IVh  и 0V :h  

  0 0 0 0 0I I II III IV V .M h h h h h      

В зависимости от набора связей звеньев все 
возможные БСГ можно подразделить на следу-

   

 
Рис. 1. Предельные области существования многозвенных МС разного строения для одно- (слева)  

и многократных (справа) соединений: 
a — imax = K + F (F  K); jmax = K + F (F  K); Vmax = 2(K – 1) + n1;  

б — imax = 2K (F  K); jmax = 2K – 1 (F  K – 1); Vmax = 2(K – 1) + n1 
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ющие пять типов (с указанием числа степеней 
свободы пространства движений, в пределах 
которого существуют замкнутые контуры, об-
разуемые звеньями данной БСГ после их при-
соединения к стойке). 

БСГ типа 0Ih  содержит контуры звеньев, за-
мыкаемые посредством гибких и/или динами-
ческих связей, обозначаемые как K  ( 1,h   чис-
ло контуров 1).K   

БСГ типа 0IIh  включает в себя замкнутые 
контуры звеньев, существующие в пределах 

2h   пространства движений и содержащие 
только одноподвижные кинематические пары 
( 1).H   

БСГ типа 0IIIh  состоит из замкнутых конту-
ров звеньев с применением многоподвижных 
кинематических пар (2 5)H   в пространстве 
движений 3 6.h   

БСГ типа 0IVh  содержит сложные (много-
кратные/совмещенные) шарниры в составе об-
разующихся в пространстве движений 2h   
замкнутых контуров ( 2)K   с приведенным 
числом V  этих сложных шарниров во всей це-
пи 1 2( 1).V K    

БСГ типа 0V h  включает в себя набор за-
мкнутых контуров общим числом 2,hK K   
состоящий из отдельных замкнутых контуров 
звеньев, существующих в разных пространствах 
возможных движений ( var).h   

Так, в структуре с двумя независимыми за-
мкнутыми контурами ( 2)K   один из них су-

ществует в одном пространстве возможных 
движений (например, с h = 4), а другой — в дру-
гом пространстве h (например, с h = 5). 

На рис. 2 приведены примеры синтезиро-
ванных на основе целочисленных решений си-
стемы уравнений (4) БСГ пяти типов в полном 
возможном диапазоне пространства движений 
( 1,h   2,h   3,h   4,h   5,h   6)h   и затем 
образованных на базе БСГ плоских и простран-
ственных механизмов оптимальной структуры. 

Отметим, что все представленные на рис. 2 
БСГ указанных типов являются статически 
определимыми системами и только в одном 
случае 0

3(II )h  представляют уже известные в 
ТММ многозвенные группы Ассура. 

Применение БСГ пяти типов позволяет со-
здать: 

• БСГ типа 0
1Ih  0( 1)n   — разнообразные ме-

ханизмы ( 2)F   с гибкими связями (например, 
в виде лебедки с гибким роторно-винтовым 
движителем [42]) и/или с динамическими свя-
зями разного типа (инерционными [43], упруги-
ми [44] и гравитационными, как основы работы 
маятникового транспортера [45]); 

• БСГ типа 0
2IIh  0( 1)n   — разнообразные 

клиновые и шарнирные механизмы с непарал-
лельными осями вращения ( 1);F   

• БСГ типа 0
3IIh  0( 2)n   — плоские и про-

странственные (сферические) механизмы, в том 
числе с круговыми звеньями и с круговыми 
направляющими ( 1);F   

 
Рис. 2 (начало). Примеры синтеза оптимальных механизмов на основе пяти типов БСГ 
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• БСГ 0
4IIh  0( 6)n   — пространственные 

механизмы со скрещивающимися осями вра-
щательных пар, причем такие устройства могут 
быть выполнены без поступательных пар 
( 1);F   

• БСГ типа 0
5IIh  0( 4)n   — пространствен-

ные шарнирные механизмы, состоящие только 
из простых двухшарнирных звеньев с попарно 
перпендикулярными осями вращательных ки-
нематических пар ( 1);F   такие механизмы-
хамелеоны обладают уникальным свойством 

превращения (в одном из положений) в плос-
кие структуры, что обеспечивает их изготовле-
ние и сборку, а также уменьшает их габаритные 
размеры при хранении и транспортировке; 
например, подобные механизмы позволяют со-
здать многоемкостный пространственный тур-
булентный смеситель с приводом от одного 
двигателя [46]; 

• БСГ типа 0
6IIIh  0( 2)n   — пространствен-

ные платформенные манипуляторы параллель-
ной оптимальной структуры 0( 2, 1n F   и 

 
Рис. 2 (окончание). Примеры синтеза оптимальных механизмов на основе пяти типов БСГ  
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0 4, 3)n F   с разным числом степеней свобо-
ды [47]; 

• БСГ типа 0
6IVh  0( 8)n   — уникальный по 

структуре двенадцатизвенный шарнирный ме-
ханизм, состоящий только из двухшарнирных 
звеньев, в котором все восемь шарниров вы-
полнены двухкратными; это предельный случай 
строения многоконтурного механизма с 1F   
(что снижает его габаритные размеры, упроща-
ет его конструкцию и сборку, а также расширя-
ет его функциональные возможности) [48]; 

• БСГ типа 0V h  (например, с 4, 5h h   в 
составе 0 03, 9)n f   — пространственный 
платформенный манипулятор параллельной 
структуры с тремя степенями свободы ( 3)F   и 
с предельно уменьшенными числом звеньев (до 

min 5n  ) и общим числом кинематических пар 
(до min 6p  ). 

Выводы 
1. Приведенные в предельных теоремах ана-

литические структурные зависимости в виде 
целочисленных алгебраических соотношений 
между основными проектными топологиче-
скими параметрами возможного строения раз-
нообразных МС с кинематическими парами и 
гибкими/динамическими связями могут быть 
использованы: 

• для создания эффективных машин в раз-
ных областях машиностроения, охватывая все 
указанные предельные области существования; 

• для полного структурного синтеза и анали-
за всего возможного многообразия сложных 
многоконтурных механизмов с заданным чис-
лом приводов для последующего отбора из них 
схем с наилучшими функциональными и экс-
плуатационными характеристиками; 

• для направленного структурного синтеза 
БСГ разного типа и создания на их основе оп-
тимальных механизмов (без вредных избыточ-
ных связей и неуправляемых лишних подвиж-
ностей) для различных областей техники: 

2. Применение пяти типов БСГ позволяет 
создать разнообразные механизмы ( 2)F   с 

гибкими связями, клиновые и шарнирные ме-
ханизмы с непараллельными осями вращения 
( 1);F   плоские и пространственные (сфериче-
ские) механизмы, в том числе с круговыми зве-
ньями и круговыми направляющими ( 1);F   
пространственные механизмы со скрещиваю-
щимися осями вращательных пар, причем та-
кие устройства могут быть выполнены без по-
ступательных пар ( 1);F   пространственные 
шарнирные механизмы, состоящие только из 
простых двухшарнирных звеньев с попарно 
перпендикулярными осями вращательных ки-
нематических пар ( 1);F   пространственные 
платформенные манипуляторы параллельной 
оптимальной структуры 0( 2,n   1F   и 0 4,n   

3)F   с разным числом степеней свободы [47]; 
уникальный по структуре двенадцатизвенный 
шарнирный механизм, состоящий только из 
двухшарнирных звеньев, в котором все восемь 
шарниров выполнены двухкратными ( 1);F   
пространственный платформенный манипуля-
тор параллельной структуры с тремя степенями 
свободы ( 3).F   

3. Предлагаемый в двадцатой топологиче-
ской теореме основной принцип образования 
многозвенных МС является более универсаль-
ным по сравнению с известным в ТММ прин-
ципом Ассура [5]. Это подтверждено приведен-
ными на рис. 2 примерами структурного синте-
за одно- ( 1),K   многоконтурных ( 2)K   и 
многоподвижных ( 2)F   механизмов, пред-
ставляющих собой плоские, сферические и про-
странственные системы (реализуемые в рычаж-
ных, кулачковых и зубчатых приводах машин). 

4. Другие случаи такого более универсально-
го подхода приведены в работе [49], где даны 
примеры выполненного парадоксального 
структурного синтеза, при котором в результате 
сложения (сборки) между собой только двух 
четырехзвенных структурных групп нулевой 
подвижности с 1 0W   и 2 0W   (т. е. без добав-
ления к ним при синтезе стойки и ведущего 
звена) образуется суммарная структура работо-
способного восьмизвенного рычажного меха-
низма с 1W F   . 
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