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Рассмотрен новый механизм параллельной структуры с линейными приводами, рас-
положенными на основании под разными углами к его плоскости. Такая компоновка 
позволяет осуществлять взаимное движение между объектами под водой или в кос-
мосе (в агрессивных средах). Новая архитектура механизма компактна для транспор-
тирования и эффективна в эксплуатации при агрессивной внешней среде. Проведен 
структурный синтез, рассчитано число степеней свободы выходного звена. Предло-
жен общий подход к решению обратной задачи о положениях. Приведено ее решение 
на примере одной кинематической цепи. При решении задачи о положениях приме-
нены матрицы Денавита — Хартенберга. Положение выходного звена, описанное 
этой матрицей, использовано для представления его точек в системе координат осно-
вания. Применены уравнения связей, представляющие собой расстояния между точ-
ками основания и выходного звена. 

Ключевые слова: механизм параллельной структуры, число степеней свободы, струк-
тура механизма, обратная задача о положениях 

The article considers a novel parallel mechanism with drives located on the base at different 
angles to its plane. This arrangement allows performing a relative movement between ob-
jects under water or in space (in aggressive environments). The new mechanism topology is 
compact for transportation and efficient for operation in aggressive environments. Structur-
al synthesis has been performed; the number of degrees of freedom of the output link was 
calculated. A general approach to solving the inverse kinematics problem of positions is 
proposed and an example for a kinematic chain is shown. Denavit — Hartenberg matrices 
are used to solve the problem of positions. The position of the output link described by this 
matrix is used to represent the points of this link in the base coordinate system. The con-
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straint equations are applied, which are the distances between the points of the base and the 
output link. 

Keywords: parallel structure mechanism, number of degrees of freedom, mechanism struc-
ture, inverse problem of positions 

Механизмы параллельной структуры (МПС) 
являются темой многих монографий и публи-
каций благодаря уникальным свойствам [1–6]. 
Эти устройства применяют в медицинских 
приборах, технологических системах, тренаже-
рах, 3D-принтерах и многих других устройствах 
[7–11]. Для реализации различного рода задач 
целесообразно так синтезировать МПС, чтобы 
этот объект наиболее полно соответствовал 
указанной задаче, тем самым на ранних этапах 
проектирования можно было бы решить во-
просы, связанные с управлением, точностью, 
динамикой и т. д. 

Например, для проектов, связанных с возве-
дением временных сооружений, расположен-
ных под водой или на других планетах, целесо-
образно расположить приводы МПС так, чтобы 
их направляющие были размещены под разны-
ми углами к плоскости основания. При этом 
возникает возможность достаточно компактно-
го расположения всех элементов данной систе-
мы при ее транспортировании. Вместе с тем 
при работе такого устройства рабочая зона бу-
дет вполне приемлемой. 

Направляющие, по которым перемещаются 
линейные двигатели, расположены так, чтобы 
каждая пара из шести направляющих сходилась 
на разной высоте над плоскостью основания. 
При этом возникает возможность сооружать 
объекты, имеющие форму усеченного конуса, 
либо работать внутри подобного объекта. 

Известны МПС, в которых приводы разме-
щены на основании, а их направляющие — в 
горизонтальной или вертикальной плоскости 
[2, 4, 5, 12–14]. 

Цель работы — рассмотреть МПС с направ-
ляющими, расположенными на основании под 
разными углами к его плоскости [15], исследо-
вать структуру МПС, определить число степе-
ней свободы и предложить вариант решения 
задачи о положениях. 

 
Структура МПС с направляющими, располо-
женными под разными углами к основанию. 
Первичное моделирование и проектирование 
такого механизма (рис. 1) проведено с помо-
щью программного обеспечения SolidWorks 

Research Premium 2021 компании Dassault 
Systemes, являющегося нематериальным акти-
вом Центра коллективного пользования 
ИМАШ РАН «Наукоемкие технологии созда-
ния машин будущего». 

Предлагаемый МПС содержит шесть кине-
матических цепей, каждая из которых имеет 
соединение с линейными двигателями, уста-
новленными на основании, две сферические 
кинематические пары и промежуточное звено, 
расположенное между ними (см. рис. 1). 

Рассматриваемый пространственный меха-
низм включает в себя основание, выходное зве-
но (ВЗ) и кинематические цепи, соединяющие 
линейные приводы с ВЗ. Основание состоит из 
трех пар равномерно расположенных по кругу 
стоек разной длины, связанных между собой 
таким образом, что каждая короткая стойка 
соединена с вершинами смежных длинных сто-
ек посредством наклонных направляющих, вы-
полненных в виде пары штанг. 

На штангах установлены линейные приводы 
с возможностью управляемого перемещения. 
Каждый привод шарнирно связан с промежу-
точным звеном одной из шести кинематиче-
ских цепей, которые сопряжены с ВЗ, представ-

 
Рис. 1. Модель МПС с направляющими,  

расположенными под углом 45°  
к плоскости основания 
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ляющим собой замкнутое кольцо, в трех местах 
с помощью пар спаренных шарниров. 

С помощью формулы П.О. Сомова и 
А.П. Малышева определим число степеней сво-
боды ВЗ 

              5 4 3 2 16 1 5 4 3 2 ,W n p p p p p   (1) 

где n  — число звеньев, включая основание; 
5 1, ...,p p  — число кинематических пар пятого 

(одноподвижных), четвертого (двуподвижных), 
третьего, второго и первого класса соответ-
ственно. 

В исследуемом МПС число звеньев 14;n   
5 6;p   4 0;p   3 12.p   После подстановки ука-

занных значений в уравнение (1) получим 

   6 14 1 5 6 4 0 3 12 2 0 0 12.W               

Механизм имеет шесть степеней свободы 
движения ВЗ и шесть степеней свободы враще-
ния промежуточных звеньев вокруг собствен-
ной оси. Последние шесть подвижностей явля-
ются местными и не влияют на общее число 
степеней свободы ВЗ. Их наличие обеспечивает 
более равномерный износ элементов сфериче-
ских пар. Таким образом, число степеней сво-
боды рассматриваемого механизма при учете 
движений лишь ВЗ относительно основания 
(стойки) равно шести. 

Правильность математического моделиро-
вания числа степеней свободы механизма 
(см. рис. 1) по формулам П.О. Сомова и 
А.П. Малышева подтверждена с помощью про-
граммного обеспечения SolidWorks Research 
Premium 2021. 

 
Решение обратной задачи о положениях для 
МПС с направляющими, расположенными 
под разными углами к основанию. Суть реше-
ния обратной задачи о положениях заключает-
ся в определении зависимости между движени-
ем ВЗ механизма и приводами. Исходным по-
ложением будем считать такое положение ВЗ, 
когда оно расположено соосно основанию, т. е. 
плоскость ВЗ параллельна плоскости основания 
МПС. Центральные точки основания и ВЗ ле-
жат на вертикальной прямой, параллельной 
оси OZ, а каретки расположены в середине 
направляющих (см. рис. 1). 

Возьмем произвольное положение ВЗ для 
решения обратной задачи о положениях. Мо-
дель МПС построим с помощью программного 
обеспечения SolidWorks Research Premium 2021 
(рис. 2). 

Для решения обратной задачи необходимо 
задать координаты центральной точки ВЗ O1 и 
два единичных вектора: ,OX1  направленного 
от точки O1 к центру отрезка, соединяющего 
центры двух сферических пар ВЗ, и ,OY1  рас-
положенного перпендикулярно вектору ,OX1  и 
лежащего в плоскости ВЗ (рис. 3). В начальном 
положении векторы OX1  и OY1  сонаправлен-
ны с векторами OX  и .OY  

Углы поворота ВЗ ,  ,     относительно со-
ответствующих осей ,  , OX OY OZ  учитываются 
с помощью матриц поворота 

   

1 0 0 0
0 cos sin 0

;
0 sin cos 0
0 0 0 1

 
     
  
 
 

A   

  

cos 0 sin 0
0 1 0 0

;
sin 0 cos 0
0 0 0 1

  
 
  
   
 
 

B  

   

cos sin 0 0
sin cos 0 0

,
0 0 1 0
0 0 0 1

   
    
 
 
 

C  

где   ,A   B  и  C  — матрица, определя-
ющая угол поворота ВЗ относительно оси ,OX  
OY  и OZ  соответственно. 

 
Рис. 2. Модель МПС с произвольным  

расположением ВЗ 
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Для определения угла поворота ВЗ относи-
тельно оси OZ  воспользуемся матрицей пово-
рота  C  и вектором :OX1  

   
1 2 1

2 2 1

3 3

1 sin 1 cos 1
1 cos 1 sin 1 ,1 1

1 1

OX g OX g OX
OX g OX g OXg OX OX

      
         
      
   

C  

где g  — угол поворота, необходимый для воз-
врата ВЗ в начальное положение относительно 
оси ;OZ  1,1OX  2 ,1OX  31OX  — координаты 
вектора .OX1  

При отсутствии угла поворота ВЗ относи-
тельно оси OZ  координата 21OX  равна нулю. 
Исходя из этого получаем 

  2 1cos 1 sin 1 0.g OX g OX     

Решая это уравнение, получаем угол ,g  не-
обходимый для возврата ВЗ в начальное поло-
жение относительно оси .OZ  

Чтобы найти угол поворота ВЗ относительно 
оси ,OY  необходимо определить координаты 
позиционирующих единичных векторов до по-
ворота относительно оси OZ . Для этого вос-
пользуемся матрицей Денавита — Хартенберга 
с параметрами 0,     0,      , g   0, x   0,y   
  0 :z   

         , , ,x y z      DQ A B C   (2) 

где Q  — матрица перехода;  , ,x y zD  — мат-
рица перемещения,  

   
1 0 0
0 1 0, , .0 0 1
0 0 0 1

x
yx y z z

 
 

  
  
 

D  

Получив новые координаты позициониру-
ющих единичных векторов OX1  и OY1 , нахо-
дим угол поворота ВЗ относительно оси 1.O  

Определив угол поворота   для возврата в 
исходное положение относительно оси ,OY  
вычисляем новые координаты позиционирую-
щих единичных векторов OX1  и .OY1  Ана-
логично определяем угол поворота ВЗ относи-
тельно оси ,OX  воспользовавшись матрицей 
поворота  A  и вектором .OY1  

Определив угол поворота ВЗ   для возврата 
в исходное положение относительно оси ,OX  
находим новые координаты позиционирующих 
единичных векторов OX1  и .OY1  

На данном этапе ВЗ расположено горизон-
тально, что позволяет легко вычислять коорди-
наты трех симметрично расположенных пар 

векторов, идущих от центральной точки ВЗ к 
точкам его крепления ( ,OA  ,OB  ,OC  ,OD  

,OE  ),OF  зная угол отклонения вектора 
OX1  от точки крепления ВЗ  , расстояние от 

центральной точки ВЗ до точек его крепле-
ния r , угол между парами симметрично распо-
ложенных точек крепления  . 

С помощью векторного произведения мат-
рицы перехода Q  (с параметрами ,  ,  ,  

0, x   0, y   0z  ) и векторов ,OA  ,OB  
,OC  ,OD  ,OE  OF  определяем координаты 

этих векторов в произвольно заданном поло-
жении ВЗ: , OA  , OB  ,OC    , OD  , OE  OF . Имея 
данные векторы, находим координаты точек 
крепления ВЗ: , A  , B , C  , D  ,E    .F  

Определим смещение линейных приводов в 
каждой цепи и их координаты: 
       2 2 22 1 1 1 ,L X Xk Y Yk Z Zk        (3) 

где L — длина промежуточного звена; 1, X  1, Y  
1Z  — координаты точки крепления на ВЗ в си-

стеме координат основания; ,Xk  ,Yk  Zk  — ко-
ординаты текущего положения линейного при-
вода. 

В выражении (3) 

 
   
   
   

2 3 1 ;
2 3 1 ;
2 3 1 .

Xk X pX p
Yk Y pY p
Zk Z pZ p

  
  
  

  (4) 

Здесь 2,X  2,Y  2Z  и 3,X  3,Y  3Z  — координа-
ты линейного привода на направляющих в 
нижнем и верхнем крайних положениях соот-
ветственно, которое он может занять согласно 

 
Рис. 3. Схема ВЗ МПС с направляющими,  

расположенными под углом 45°  
к плоскости основания 
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конструкции основания; p  — отношение длин 
отрезков, получившихся в результате разделе-
ния максимально возможного пути линейного 
привода (разницы между верхней и нижней 
крайними точками положения привода) точ-
кой, в которой привод находится при заданном 
ему смещении, 

  1 ,qp
q
   (5) 

где q  — отношение пройденного линейным 
приводом пути к его максимально возможному 
значению, показывающее, какую часть пути 
прошел привод по направляющим, q  = 0…1. 

Решив уравнение (3), найдем его корни q. 
Аналогичным образом необходимо провести 

расчет и для пяти других цепей. 
В результате определена зависимость между 

положением ВЗ и смещением линейных приво-
дов, находящихся на основании, и тем самым 
решена обратная задача о положениях. 

Рассмотрим решение данной задачи на при-
мере цепи AAk (см. рис. 2). Для решения обрат-
ной задачи зададим координаты центральной 
точки ВЗ 1O  и два единичных позиционирую-
щих вектора OX1 и :OY1  

  
0,578

1 0,328 ;
2,856

O
 
 
 
 

  
0,380

1 0,534 ;
3,057

X
 
 
 
 

  
0,751

1 1,297 .
2,684

Y
 
 
 
 

 

Вычислим координаты единичных векторов 

  
0 0

1 1

2 2

1 0,958
1 0,206 ;
1 0,201

X O
X O
X O

     
       
     
     

OX1    

 
0 0

1 1

2 2

1 0,173
1 0,969 .
1 0,172

Y O
Y O
Y O

     
       
          

OY1  

Определим угол   с помощью матрицы по-
ворота 

   
0

1

2

1 0,206sin 0,958cos
1 0,206sin 0,958cos .1 0,201

1 1

OX
OX
OX

      
          
      
   

С  

При отсутствии угла поворота относительно 
оси OZ  координата 21OX  равна нулю. Исходя 
из этого получаем 
  0,206sin 0,958cos 0.    

Решив это уравнение относительно неиз-
вестной, находим угол 12,187 ,     необходи-

мый для возврата ВЗ в начальное положение 
относительно оси OZ . Следовательно, угол по-
ворота ВЗ будет равен 1 12,187 .    

Определим координаты позиционирующих 
единичных векторов до поворота относительно 
оси OZ , для чего воспользуемся матрицей пе-
рехода Денавита — Хартенберга (2) с парамет-
рами 0,    0,    12,187 ,      0, x   0, y   

0 :z   

  

   
   
      
   
   
   

0

1

2

1 0,98
1 0

;
1 0,201

1 1

OX
OX
OX

OX1 Q   

 

   
   
      
   
   
   

0

1

2

1 0,035
1 0,985

.
1 0,172

1 1

OY
OY
OY

OY1 Q  

Получив новые координаты позициониру-
ющих единичных векторов OX1  и ,OY1  вы-
числяем угол поворота ВЗ относительно 
оси ,OY  воспользовавшись матрицей поворота 
 B  и вектором OX1  (в данном случае при 

отсутствии поворота относительно оси OY  ко-
ордината 31 0).OX    

Определив угол поворота ВЗ 11,619    для 
возврата в исходное положение относительно 
оси OY  и угол поворота ВЗ 1 11,619 ,     
находим новые координаты позиционирующих 
единичных векторов OX1  и OY1  с помощью 
векторного произведения матрицы перехода Q  
(с параметрами 0 ,    11,619 ,    0 ,     

0, x   0, y   0)z   и этих единичных векторов. 
Аналогично определяем угол поворота ВЗ от-
носительно оси ,OX  воспользовавшись матри-
цей поворота  A  и вектором OY1  (в дан-
ном случае при отсутствии поворота относи-
тельно оси OX  координата 31 0OY   ). 

Определив угол поворота ВЗ 10,094    для 
возврата в исходное положение относительно 
оси OX  и угол поворота ВЗ 1 10,094 ,     
находим новые координаты позиционирующих 
единичных векторов OX1  и OY1  с помощью 
векторного произведения матрицы перехода Q 
(с параметрами 10,094 ,       0 ,    0 ,    

0,x     0, y   0)z   и этих векторов: 
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На данном этапе ВЗ расположено горизон-
тально, что позволяет легко определить коор-
динаты вектора, идущего от центральной точки 
ВЗ к точке крепления A, 

  

0

1

2

cos sin 0 1
sin cos 0 1

0 0 1 11
0 0 0 1 1

1,95
0,18 .0
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x r OX
y r OX
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С помощью векторного произведения мат-
рицы перехода Q  (с параметрами 10,094 ,     

10,094 ,     11,619 ,     12,187 ,    0,x   
0, y     0)z   и вектора OA  определяем коор-

динаты вектора в произвольно заданном поло-
жении ВЗ: 
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Имея данный вектор, находим координату 
точки крепления ВЗ 
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Определим смещение линейных приводов в 
каждой цепи и их координаты с помощью вы-
ражений (3)–(5) при L = 2,4 м; 11 ; X A  

21 ; Y A  31 ;Z A  2 1,145;X   2 1,772;Y     2Z   
0,005;   3 1,974; X   3 0,337;Y     3 1,652.Z   

Упростив и решив уравнение (3), получим 
его корни  

   0,921.0, 489q   

Возьмем второй корень, так как он подходит 
под условия (0 )1 ,q   и с его помощью опре-
делим координаты линейного привода по фор-
мулам (4): 

  1,568;Xk     1,039;Yk     0,841.Zk   

Аналогично проводят вычисления для 
остальных пяти цепей. 

Таким образом, находя смещение линейного 
привода, а также его координаты при произ-
вольно повернутом ВЗ, решаем обратную зада-
чу о положениях. 

Выводы 
1. Разработан новый МПС, в котором 

направляющие линейных приводов располо-
жены на основании под разными углами к его 
плоскости. Угол наклона можно задать исходя 
из условий решаемых задач. Благодаря такой 
структуре созданный механизм можно эффек-
тивно использовать при возведении объектов, 
имеющих цилиндрическую или коническую 
форму, а также внутри сооружений указанной 
формы, что позволит применять его при работе 
под водой или на других планетах. 

2. Рассмотрена обратная задача о положени-
ях, важная при анализе и управлении предло-
женными МПС. Разработан общий подход к ее 
решению. Приведено ее решение на примере 
одной кинематической цепи. 

3. Дальнейшие исследования связаны с изу-
чением силовых факторов, действующих внут-
ри разработанного МПС, с анализом его дина-
мики и решением задач управления. Также 
необходимо провести испытания натуральной 
модели для изучения ее работы.  
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