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На сегодняшний день существует множество моделей сил резания в функции дефор-
маций, определяющих динамическую связь процесса резания, которые опираются на 
экспериментальные данные, например, на фазовые сдвиги между деформациями и 
силами. Однако системного исследования свойств динамической системы резания и 
притягивающих множеств деформационных смещений инструмента не проводилось. 
Рассмотрены системные свойства формирования притягивающих множеств, предло-
жены направления, позволяющие ими управлять. Исследованы силы резания, зави-
сящие от деформаций, образующих внутрисистемную обратную связь, которая может 
стабилизировать равновесие, а также способствовать потере его устойчивости. Ос-
новные результаты получены математическим моделированием, также использованы 
методы экспериментальной динамики. По итогам проведенного исследования выяв-
лены условия самовозбуждения динамической системы резания в зависимости от де-
формаций в направлении скорости резания. Полученные данные о механизмах фор-
мирования и эволюции притягивающих множеств деформационных смещений  
инструмента при резании позволили найти новое направление увеличения эффек-
тивности обработки на основе конструктивного изменения упругих свойств подси-
стемы инструмента, его геометрии и согласования программы ЧПУ с динамическими 
свойствами процесса резания. 
Ключевые слова: динамическая система резания, притягивающие множества дефор-
мационных смещений, траектории формообразующих движений 

To date, there are many models of cutting forces as a function of deformations determining 
the dynamic relationship of the cutting process, which are based on experimental data, for ex-
ample, on phase shifts between deformations and forces. However, a systematic study of the 
dynamic cutting system properties and the attracting sets of tool deformation displacements 
has not been carried out. The article considers system properties of the attracting set for-
mation and proposes directions allowing their controlling. The cutting forces depending on 
deformations that form an intra system feedback, which can stabilize the equilibrium as well 
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as contribute to the loss of its stability, were studied. The main results were obtained by math-
ematical modeling, and the methods of experimental dynamics were also used. Based on the 
results of the study, the conditions for self-excitation of the dynamic cutting system depending 
on the deformations in the direction of the cutting speed were determined. The obtained data 
on the mechanisms of formation and evolution of the attracting sets of tool deformation dis-
placements during cutting allowed finding a new direction for increasing the cutting efficiency 
based on a constructive change in the elastic properties of the tool subsystem, its geometry and 
matching the CNC program with the dynamic properties of the cutting process. 
Keywords: dynamic cutting system, attracting sets of strain displacements, trajectories of 
the shape generating movements 

Традиционно для рассмотрения динамики про-
цесса резания используют пространственную 
конечномерную модель динамической системы 
резания (ДСР) [1–48], включающую в себя под-
систему инструмента, взаимодействующую с не-
деформируемой заготовкой [33, 34]. Анализи-
руют влияние вибрационных возмущений на 
динамику процесса резания [35–41], а также 
притягивающие множества, свойства которых 
отображаются в формообразующих движениях. 

Взаимодействие подсистемы инструмента с 
заготовкой моделируют силами T

1 2 3{ , , }F F F F  
(3)  (рис. 1), зависящими от деформационных 

смещений T (3)
1 2 3{ , , }X X X X  и их скоро-

стей 1 2 3
T (3)/ ( ) { , , } ,X X Xd dt t v v v  XX v  а 

также от траекторий исполнительных элементов 
станка T (3)

1 2 3{ , , }L L L L  и их скоростей 
T (3)

1 2 3/ ( ) { , , }d dt t v v v  L v  [33, 34, 42]. 
Анализируют вынужденные вибрации [35–

40, 49], формирующие синхронизацию, асин-

 
Рис. 1. Схемы преобразования траекторий формообразующих движений в силы резания:  
а — силы в области передней грани; б — изменение направления движения вершины инструмента  

за счет скоростей Xv  деформационных смещений; в — формирование направления движения и сил  
в области задних граней инструмента 
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хронное взаимодействие, вибрационную стаби-
лизацию, а также притягивающие множества 
деформаций (точка, предельный цикл, инвари-
антный тор, хаотический аттрактор), которые 
влияют на траектории формообразующих дви-
жений [1–22]. 

Анализируют следующие факторы, влияю-
щие на устойчивость равновесия. 

Силы зависят от площади срезаемого слоя S 
(рис 1, а). Их изменение запаздывает по отно-
шению к ее вариациям [1, 6–8, 11–22] и модели-
руется апериодическим звеном, звеном чистого 
запаздывания и пр. Однако по первому при-
ближению эти модели являются эквивалент-
ными. 

Рассматривают регенерацию следа от де-
формаций, оставленных на заготовке на преды-
дущем обороте, т. е. на площадь срезаемого 
слоя S(t) в момент времени t  влияет значение 
деформаций в момент времени ( )t T  [1, 6–8, 
11–22] без учета зависимости площади срезае-
мого слоя S(t) и запаздывающего аргумента T  
от скорости 3 .Xv  Кроме того, суть подачи рS  
как пути инструмента за время одного оборота 
заготовки фактически приводит к необходимо-
сти учета регенерации. 

Учитывают нелинейность изменения сил от 
скорости. Для объяснения потери устойчиво-
сти и образования автоколебаний используют 
уравнения Релея, Ван дер Поля и модели ревер-
сивного трения [9, 10, 23–26, 49]. 

Авторы этих работ не учитывают, что силы 
резания, зависящие от деформаций, образуют 
внутрисистемную обратную связь, которая мо-
жет стабилизировать равновесие, а также спо-
собствовать потере его устойчивости. Тогда в 
окрестности равновесия образуются притяги-
вающие множества деформаций, изучению ко-
торых посвящено данное исследование. Рас-
смотрено только продольное невозмущенное 
точение абсолютно жесткой заготовки, т. е. 
формирование сливной стружки. 

 
Математическая модель. Основные свойства 
ДСР можно раскрыть на основе базовой модели 
динамики [49, 50] 

  
2

2
,d d

dt dt
     (1)X Xm h cX F Ф Ф   (1) 

где ,m  h  и c  — положительно определенные 
симметричные матрицы инерционных, ско-
ростных и упругих коэффициентов; ,F  Ф  и 

(1)Ф  — силы, формируемые в области передней, 

задней и вспомогательной задней грани ин-
струмента соответственно (рис. 1, б, в), 
   T (3)

1 2 3, , ;F F F F  

   T (3)
1 2 3Ф ,Ф ,Ф ; Ф  

   T(1) (1) (1) (3)
1 2 3Ф ,Ф ,Ф . (1)Ф  

В выражении (1): 

   
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0 при ;
sk

sk
sk
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 

    
m  

  , 1, 2, 3;s k  

   ;skcc   .skhh  

В исследованиях [51, 52] использован си-
стемно-синергетический подход. Поэтому силы 
необходимо представить в координатах состоя-
ния и технологических режимах, связанных с 
траекториями исполнительных элементов 
станка и деформациями следующими соотно-
шениями: 

2
2р

1
р 1 1

0

3
р 3

( )( ) ;

( ) 0,5 ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ,

t

t T
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dXvS t d
d

dXt t D t v d X t T
d

dXv t v t
dt



       
            


 




 (2) 

где рS  — подача, мм;   — условная координа-
та; рt  — глубина резания, мм;   — безразмер-
ный параметр; рv  — скорость резания, мм/c; 
D  — диаметр заготовки, мм; T  — время обо-
рота заготовки, 1T    (  — частота враще-
ния шпинделя), с. 

В выражении (2) учтено влияние следа на за-
готовке на предыдущем обороте 1( ),X t T   ко-
торый отличается от упругих деформаций без-
размерным параметром   ( 1).   Сформули-
руем гипотезы, упрощающие анализ, но 
позволяющие раскрыть основные свойства 
ДСР: 

• сила F  имеет неизменную ориентацию, 
т. е. (0) ,i iF F   где 1, 2, 3;i   (0)F  — сила, фор-
мируемая в области передней грани инструмен-
та, пропорциональная площади срезаемого 
слоя; i  — коэффициенты, удовлетворяющие 
условию  

 



 

3
2

1
( ) 1;

i
i

i
  

• параметры подсистемы инструмента и 
процесса резания являются неизменными; 
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• существует запаздывание изменения сил по 
отношению к площади срезаемого слоя ;S  

• в среднескоростном диапазоне с увеличе-
нием скорости резания уменьшаются силы ре-
зания. 

С учетом принятых гипотез имеем 

 

 2

T(0)
1 2 3

(0)
3(0) (0)

3

(0)
р 1 1 2

( ) ( ) , , ;

1 exp

( ) ( ) ,( ) ( )
t

X
t T

t F t
dF dXT F v

dt dt

t X t X t T dv v


    


                 

          



F

 (3) 

где (0)T  — постоянная времени, с;   — давле-
ние стружки на переднюю грань, кг/мм2; (0)

рt  — 
глубина резания без учета деформаций, мм; 
  — коэффициент крутизны, мм/с;   — без-
размерный параметр, 1.   

Временное окно T  и параметр (0)T опреде-
ляются выражениями 

  
3

1 ;
/( )X

T
v D


 

   
3

( )
(0)

3
,

T

X

kT
v v




  (4) 

где ( )Tk  — параметр, характеризующий путь, 
который должен пройти инструмент при пере-
ходе от одного состояния к другому, мм. 

Если деформационные смещения X  малы, 
то величинами 3 /( )Xv D  и 3Xv  можно прене-
бречь. 

Цель работы — изучение свойств формиру-
емых в окрестности равновесия  X  

1 2 3{ , , }X X X    притягивающих множеств де-
формаций. 

В точке X  справедливы соотношения 

  
(0)0 ( 1, 2, 3); / 0;

( ) ( ), const.
idX dt i dF dt

t t T T 

  
  X X

   

Тогда 
  ; 

 c X F  

  

(0)
11 1 р 3 21 31

(0)
12 2 р 3 22 32

(0)
13 3 р 3 23 33

[1 exp[ ( )]
[1 exp[ ( )] ,
[1 exp[ ( )]

c S v c c
c S v c c
c S v c c



     
      
     

c  

где (0) (0) T
3 р р 1 2 3{1 exp[ ( )]} { , , } ;v S t       F  

(0)
рS  — подача без учета деформационных сме-

щений инструмента. 
Если точение заготовки происходит при 

1 0,v   2 const,v   3 const,v   const, X  то на 
ней образуется след от инструмента (см. 
рис. 1, в), сдвинутый на X  относительно траек-
торий исполнительных элементов станка. По-
этому точка X  в процессе резания будет дви-

гаться по направлению суммарной скорости под 
углом 3 2arctg( / ) const.v v    

Если в момент it  скорости упругих дефор-
маций не равны нулю (см. рис. 1, б), то изме-
нится направление движения инструмента. 
Сумму скоростей ( )tv  и ( )tXv  будем называть 
скоростями формообразующих движений. Но-
вое направление движения будет зависеть от 

( )tXv  (см. рис. 1, в) и, соответственно, от задне-
го угла 

  3

2

3
0

2

( )( ) arctg ,
( )

X

X

v v tt
v v t
   


  (5) 

где 0  — задний угол в статике. 
В результате изменяются условия взаимо-

действия задней грани с заготовкой и форми-
руются зависящие от ( )t  силы ,Ф  препят-
ствующие движению инструмента в сторону 
заготовки. Их удобно аппроксимировать экс-
поненциальной зависимостью. 

Аналогично выражению (5) можно рассмат-
ривать изменение угла для вспомогательной 
задней грани (1) .  При углах в плане /2,    

(1) 0   можно записать 

  
   

   

2
(1)

1 2 11

(0)
2 р 1 1 22

т3 1 2

Ф ( ) exp ( ;

Ф ( ) ( ) exp ( ) ;
Ф [Ф Ф ],

t

X
t T

v v d

t X t X t T
k



          
   


       

  


 (6) 

где 1,  2  — параметры, характеризующие 
жесткость, кг/мм; 1 , 2  — коэффициенты 
крутизны, рад–1; тk  — коэффициент трения. 

Выражения (1), (3) и (6) позволяют опреде-
лить основные свойства притягивающих мно-
жеств деформаций. 

 
Условия устойчивости. Для анализа устойчи-
вости необходимо получить линеаризованное 
уравнение в вариациях [49] относительно X  
и соответствующей ему силы  F  

(0) T
1 2 3{ , , } .F      Введем обозначения пара-

метров:  x X X  и (0) (0) (0)( ) ( ) .f t F t F    По-
сле линеаризации (3) в вариациях относитель-
но X  и (0)F   имеем 
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3(0) (0)
1 1 2 2 3 ,df dxT f А x А x A

dt dt
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(7) 
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Уравнение (7) справедливо на временном 
отрезке t < T. При t > T необходимо учитывать 
влияние регенеративного эффекта следующим 
образом: 

   
(0)

(0) (0)
1 1 1( ) ( )dfT f А x t x t T

dt
        


 

   3
2 2 2 3( ) ( ) .dxА x t x t T A

dt
    


 (8) 

Уравнения (7) и (8) имеют постоянные па-
раметры и элементы чистого запаздывания. 
В силу малости x  и (0)f  справедливы соотно-
шения constT   и (0) const.T   Тогда для ана-
лиза устойчивости можно воспользоваться 
критерием Найквиста [49, 50], а систему рас-
сматривать как подсистему инструмента с об-
ратной связью (рис. 2). 

Тогда передаточная функция системы реза-
ния без учета упругих деформаций 
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Для случая 3 0A   и 0   имеем 

   0( ) ( ) 1 exp( ) .W p KW p Tp     

Здесь K  — безразмерный коэффициент уси-
ления; 
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где (1)  и (1)T  — коэффициент затухания и пе-
риод колебаний передаточной функции анти-
резонансов системы соответственно; 1,  2  и 

3  — коэффициент затухания первого, второго 
и третьего колебательных контуров подсистемы 
инструмента соответственно; 1,T  2T  и 3T  — пе-
риод колебаний первого, второго и третьего 
колебательных контуров подсистемы инстру-
мента соответственно. 

Безразмерный коэффициент усиления 
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Рассмотрим примеры преобразования ам-
плитудно-фазовой частотной характеристики 
(АФЧХ) 0 ( )W j  в ( ),W j   где   — собствен-
ная частота колебательных контуров подсисте-
мы инструмента. Пусть первой собственной 
частотой является 1

1( )T  . 
Исследуем два случая (рис. 3): 
• если справедливо неравенство 1,T T  то 
( )W j   имеет петлеобразные кривые, прохо-

дящие через начало координат на множестве 
12 kT     (k = 1, 2, 3), и выполняется условие 

неравенства амплитуд (1) (2) ;A A  если 
1,T T  то   1 exp T j    способствует потере 

устойчивости; 
• в связи с разработкой износостойких ин-

струментальных материалов [44] и совершен-
ствованием шпиндельных узлов [53] появилась 
возможность использования режимов, при ко-
торых 1;T T  это справедливо и при обработке 
маложесткими инструментами (например, при 
растачивании глубоких отверстий); тогда 
АФЧХ [1 exp( )]T j    в области малых частот 

( )0... k  близка к нулю (см. рис. 3); за пределами 
полосы пропускания 0 ( )W j  характеристика 

( )W j   быстро приближается к нулю вслед-
ствие затухания звена 0 ( );W j  тогда амплитуды 

(1) (2) ,A A  и звено [1 exp( )]T j    лишь по-
вышает устойчивость. 
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Во всех случаях имеет место потеря устой-
чивости при увеличении безразмерного коэф-
фициента усиления ,K  т. е. глубины резания, 
податливости и давления стружки. 

 
Эволюционные свойства регенеративного 
эффекта. Ввиду регенеративного эффекта ДСР 
может потерять устойчивость при ,T t  так 
как становится возмущенной своей же траекто-
рией на отрезке ( ).t T  На АФЧХ это отобра-
жается смещением точки (1)A  в точку (2)A   
(см. рис. 3). Тогда в окрестности равновесия 
формируются притягивающие множества де-
формаций, которые создаются в результате 
суммирования ( ) ( ).t t T X X  

Причем время формирования установив-
шихся траекторий может быть значительным 
при увеличении отношения 1 .T T  Формирова-
ние типа притягивающего множества зависит 
от безразмерного коэффициента усиления K и 
нелинейных элементов. Нелинейность связей 
приводит к необходимости при анализе ис-
пользовать метод прямого цифрового модели-
рования. 

В качестве примера рассмотрим точение ва-
ла из стали 45 диаметром D = 40 мм при следу-
ющих параметрах динамической связи между 
инструментом и заготовкой: 1 = 2 = 50 кг/мм; 
 = 0,1 мм/с; 1 = 2 = 120 рад–1; ( ) 1,5 мм;Tk   
 = 0,5; т 0,2;k    = 1. Параметры ДСР [49, 50] 

 
Рис. 2. Представление ДНР как системы с обратной связью: 

а — обобщенная схема; б — структурная схема преобразования подачи в ее величину;  
в — обобщенная структурная схема; г — развернутая структурная схема линеаризованной ДСР  

в вариациях относительно X  ( ( )iFXW p  — передаточные функции, соответствующие трем направлениям  
деформаций инструмента, i = 1, 2, 3) 
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указаны в таблице. Обобщенная масса m =  
= 210–3 кг с2/мм. Для упрощения анализа мат-
рицы c  и h  приняты диагональными, т. е. оси 

(3)  являются главными. 
При расчете выполнялось согласование по-

дачи и скорости резания, а также учитывалось 
изменение (0)T  при вариациях 3 .v D    На 
рис. 4 приведена зависимость давления струж-
ки на переднюю грань   от частоты вращения 
шпинделя  для четырех ДСР. Выше кривых 
равновесие неустойчиво. 

Обычно при обработке собственные частоты 
колебательных контуров на порядок больше 
частоты вращения шпинделя (50…100 Гц), по-
этому на рис. 4, б этот диапазон выделен в дру-

гом масштабе отдельными графиками. Для бо-
лее наглядного представления результатов на 
рис. 4 точки соединены кривыми. Изучение мо-
делей динамики при изменении частоты вра-
щения шпинделя  позволило определить сле-
дующие свойства. 

1. Если выполняется условие iT T  
( 1, 2, 3),i   то вариации T  не оказывают за-
метного влияния на устойчивость, в том числе 
отсутствует чередование областей устойчиво-
сти и неустойчивости, как это следует из тео-
рии Меррита — Тобиаса [7, 8]. Это связано  
с тем, что в окрестности точек 1 2T k      
наблюдается «быстрое» вращение фазы, ко-
торое вызывает петлеобразный характер 

 
Рис. 3. АФЧХ 0( )W j  и ( )W j   при 1 1,T   2 3,T   3 5,T   (1) 2,T   (2) 4,T   1 2 3 0,08,       

(1) (2) 0,08     и времени оборота заготовки T = 100 (а), T = 50 (б), T = 5 (в) и 0,5 с (г) 
 

Значения компонентов матриц скоростных коэффициентов и упругости 

Номер ДСР 1,c  кг/мм 2 ,c  кг/мм 3 ,c  кг/мм 1,h  кгc/мм 2 ,h  кгc/м 3,h  кгc/м 

1 2000 1500 800 1,3 1,1 0,8 
2 2000 1500 800 0,6 0,5 0,4 
3 2000 200 800 1,3 0,5 0,8 
4 2000 1500 200 1,3 1,1 0,1 
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( )W j   и сглаживает вариации точек пересе-
чения ( )W j   оси абсцисс. В данном случае 
частота вращения шпинделя   является из-
меняющимся параметром. Все эксперименты 
подтверждают справедливость этого утверж-
дения. 

2. При 1T T  наблюдается быстрое затуха-
ние ( )W j  во всем частотном диапазоне, в свя-
зи с чем резко возрастает критическое значение 
давления стружки на переднюю грань ,  после 
которого ДСР теряет устойчивость. Если же 
частота вращения шпинделя   близка к соб-
ственным частотам подсистемы инструмента, 
то устойчивость равновесия становится чув-
ствительной к малым вариациям частоты вра-
щения шпинделя. Причем частотный диапазон 
с увеличением допускаемого значения   не 
совпадает с собственной частотой одного из 
колебательных контуров подсистемы инстру-
мента. 

3. Область устойчивости уменьшается при 
возрастании добротности колебательных кон-
туров подсистемы инструмента (кривые для 
первой и второй ДСР). 

4. Увеличение податливости в направле-
нии 3X  вызывает существенное снижение кри-
тического значения   в области малых .  При 
больших частотах вращения шпинделя это вли-
яние нивелируется, что связано с уменьшением 
чувствительности рv  к скоростям упругих де-

формаций. Здесь по отношению к вариациям 
площади среза формируется положительная 
обратная связь. 

5. Деформации в направлениях 1X  и 2X  
формируют отрицательную обратную связь, 
потенциально способствующую стабилизации. 
Однако увеличение отношения элементов 
жесткости в параметре ig  ( 1, 2)i   приводит к 
возрастанию коэффициента усиления K , вли-
яющего на устойчивость. 

Наибольший интерес представляет поведе-
ние ДСР не при ,t   а при переходе от одно-
го стационарного состояния к другому, в том 
числе «медленная» перестройка притягиваю-
щих множеств. 

На рис. 5 приведен пример изменения де-
формационных смещений 2X  при точении за-
готовки из стали 45. При потере устойчивости в 
ДСР за счет нелинейных связей и особенностей 
суммирования траекторий со сдвигом на T  
формируются различные притягивающие мно-
жества деформаций. 

Для изменения коэффициента усиления K  
варьировалась глубина резания (0)

р .t  В зависи-
мости от нее (0)

рt  в ДСР образуется асимптоти-
чески устойчивая траектория (рис. 5, а), наблю-
дается трансформация «медленно» изменяю-
щихся регулярных притягивающих множеств 
(рис. 5, б), а также образуется нерегулярная ди-
намика (рис. 5, в). 

         
Рис. 4. Зависимость давления стружки на переднюю грань    

от частоты вращения шпинделя  для первой ( ),  
второй ( ), третьей ( ) и четвертой ( ) ДСР (а)  

и ее фрагмент в укрупненном масштабе для  = 50…100 Гц (б) 
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Большое разнообразие регулярных и нерегу-
лярных притягивающих множеств определяет-
ся законами суммирования двух траекторий 

( ) ( ),i iX t X t T   1, 2,i   в зависимости от вре-
мени оборота заготовки T, также изменяюще-
гося в результате варьирования 3 ( ).Xv t  

Кроме традиционных множеств (предель-
ных циклов, инвариантных торов и хаотиче-
ских колебаний), изученных в нелинейной ди-
намике, образуются притягивающие множе-
ства, кратные времени оборота заготовки. Они 

зависят от ,T  собственных частот подсистемы 
инструмента и ее пространственной податливо-
сти. Пример их преобразования приведен на 
рис. 5, б, где 1 соответствует полному времени 
точения 0…50 с, 2 — интервалу времени точе-
ния от 0 до 2 с (врезанию), 3 — от 12,45 до 
13,30 с (обработке), 4 — от 40 до 50 с (заверше-
нию обработки). 

Характерно, что после преодоления некото-
рого критического значения коэффициента 
усиления K  в ДСР образуется хаотическая ди-

 
Рис. 5. Примеры преобразования траекторий 2X  в процессе точения стали 45 при рv   1,2 м/c,  

р
(0)S   0,1 мм,  = 500 кг/мм2 и различных значениях глубины резания без учета деформаций: 

а — (0)
р 1 мм;t   б — (0)

р 2 мм;t   в — (0)
р 3 ммt   
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намика (см. рис. 5, в). Причем на формирование 
и эволюцию притягивающих множеств влияет 
отношение частот вращения шпинделя и соб-
ственных частот колебательных контуров под-
системы инструмента. 

Установлено, что время перестройки зави-
сит от отношения 1 .T T  При 1 1T T   в ДСР 
практически сразу устанавливается терминаль-
ное притягивающее множество, сразу форми-
руются автоколебания (рис. 6). 

 
Анализ результатов. Рассмотрены проблемы 
устойчивости траектории упругих деформаций 
в подвижной системе координат, движение ко-
торой задает, например, программа ЧПУ, и 
стружкообразование полагается устойчивым. 
Показано, что регенеративный эффект обу-
словлен не столько следом от инструмента на 
обработанной части заготовки, сколько самой 
кинематикой формирования оборотной пода-
чи, которая определяется интегральным опера-
тором (2). 

Он раскрывает очевидный факт: подача 
определяется в результате интегрирования 
скорости в течение времени оборота заготов-
ки. Поэтому при определении устойчивости 
необходимо рассматривать две задачи. Первая 
связана с анализом траекторий упругих де-
формаций на отрезке 0…t при t < T, вторая — 

с рассмотрением динамики ДСР, возмущенной 
своей же траекторией на отрезке 0…(t – T)  
при t > T. В частности, из свойств интеграль-
ного оператора, имеющего без учета упругих 
деформаций передаточную функцию ( )W p   

[1 exp( )]/ ,k Tp p    вытекает следующее: 
• управление силами резания путем варьи-

рования подачи на частотах, равных или крат-
ных частоте вращения шпинделя, не представ-
ляется возможным; 

• увеличению суммарной податливости по 
направлению 2X  соответствует возрастание 
переходных процессов в формировании значе-
ния подачи и сил; это вызвано функциональной 
связанностью сил и деформаций в выраже-
нии (9); 

• вследствие суммирования траекторий воз-
можна потеря устойчивости, и тогда в ДСР 
наблюдается формирование притягивающих 
множеств деформаций, в формировании кото-
рых участвуют и нелинейные связи (3)–(6); 
многие из них не являются традиционными для 
нелинейной динамики. 

Анализ результат исследования выявил сле-
дующее: 

• кроме традиционно рассматриваемых в не-
линейной динамике притягивающих множеств 
(предельного цикла, инвариантного тора, хао-
тического аттрактора) в ДСР формируются пе-

 
Рис. 6. Примеры деформационных смещений: 
а — функция 2( )X t  при точении заготовки, K = 2;  

б — фазовая траектория 2X  — 2 ,dX dt  K = 2;  
в — фазовая траектория 2X  — 2 ,dX dt  K = 10 
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риодические (с периодом T) регулярные вре-
менные образования деформаций (см. рис. 5); 

• время установления терминальных (окон-
чательных) периодических деформаций зави-
сит от удаленности частот колебательных кон-
туров подсистемы инструмента 1

i iT    от ча-
стоты вращения шпинделя .  Чем дальше 
частоты 1

i iT    от ,  тем больше длитель-
ность эволюционных изменений; 

• деформации в направлениях 1X  и 2X  
формируют по отношению к силам отрица-
тельную обратную связь, которая может стаби-
лизировать равновесие; например, при обра-
ботке заготовки; ее жесткость изменяется вдоль 
траектории инструмента, стабилизация сил 
лишь увеличивает погрешность; 

• деформации в направлении 3X  формиру-
ют по отношению к силам положительную об-
ратную связь, колебательные скорости в этом 
направлении вызывают изменение временного 
окна T; эти два фактора способствуют самовоз-
буждению ДСР. 

Выводы 

1. Математическим моделированием и экс-
периментальным исследованием доказано, что 
вариации пространственной динамической по-
датливости изменяют превалирующие источ-
ники самовозбуждения системы резания. 

2. Показана склонность ДСР к потере устой-
чивости вследствие деформаций в направлении 
скорости резания, а также повышение устойчи-
вости равновесия, если частота вращения 
шпинделя превышает собственные частоты ко-
лебательных контуров, формируемых подси-
стемой инструмента. 

3. Изученные механизмы формирования и 
эволюции притягивающих множеств деформа-
ционных смещений при резании открывают 
новое направление увеличения эффективности 
резания на основе конструктивного изменения 
упругих свойств подсистемы инструмента, его 
геометрии и согласования программы ЧПУ с 
динамическими свойствами резания. 
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