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Разделение переменных — основной метод решения краевых задач по теории колеба-
ний. Разделить переменные — значит, принять гипотезу Фурье о том, что в резонансе 
заданного тона все точки изделия колеблются с одной и той же частотой (частотой ре-
зонанса). В соответствии с гипотезой Фурье работают программные пакеты Nastran и 
ANSYS. Проведены частотные испытания различных изделий в диапазоне 10…100 Гц.  
В соответствии с гипотезой Фурье пики амплитудно-частотных характеристик различ-
ных датчиков, установленных в разных точках изделия, должны лежать на одной вер-
тикальной прямой. Анализ результатов испытаний показал, что в резонансе (одного и 
того же тона) разные точки изделия колеблются с различными частотами. Частотные 
сдвиги составляют около 1 Гц. Таким образом, гипотеза Фурье не работает, разделение 
переменных в соответствующей задаче модального анализа является некорректным. 
Ключевые слова: разделение переменных, гипотеза Фурье, частотный сдвиг 

The investigation concerns resonance properties. Separation of variables is the primary 
method of solving boundary value problems in oscillation theory. Separating variables 
means accepting the Fourier hypothesis that resonance at a given frequency involves all 
points on a given geometry oscillating at the same frequency (the resonant frequency). Ac-
cording to the Fourier hypothesis, the frequency response peaks of different sensors should 
lie on the same vertical line. Nastran and ANSYS use the Fourier hypothesis. We carried out 
frequency tests of items in the range of 10...100 Hz. Analysis of the test results showed 
(Fig. 2) that a resonance (at the same frequency) involved different points on the item ge-
ometry oscillating at different frequencies. We discovered frequency shifts measuring 1 Hz. 
Thus, the Fourier hypothesis does not work, and it is not correct to use separation of varia-
bles to solve the respective modal analysis problem. 
Keywords: separation of variables, Fourier hypothesis, frequency shift 
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Постановка задачи. Разделение переменных — 
основной метод решения краевых задач по тео-
рии колебаний. Решение классической задачи о 
колебаниях струны методом разделения пере-
менных, представленное в виде произведения 
функций координат и времени, приведено в 
работе [1]. 

В монографии [2] указано, что рассмотрение 
собственных колебаний методом разделения 
переменных — это принятие расчетной гипоте-
зы, когда все массы колеблются в одном ритме, 
т. е. с одной круговой частотой. 

В книге [3] задача о колебаниях ракеты реше-
на с помощью однородного дифференциального 
уравнения с однородными краевыми условиями. 
Нетривиальное решение однородной задачи — 
это произведение функций координат и времени. 

В публикации [4] решение уравнения  
колебаний пространственно-криволинейного 
стержня получено в виде произведения функ-
ции координат и экспоненциальной функции 
времени с характеристическим показателем . 

В монографии [5] задача о колебаниях упру-
гих систем с односторонними связями решена 
путем разложения по собственным формам. 
Каждое слагаемое представляет собой произве-
дение функций координат и времени. 

В работе [6] при обсуждении метода Релея 
отмечено, что разделение переменных равно-
значно принятию гипотезы, что перемещения 
упругой системы меняются по времени син-
фазно по гармоническому закону. 

В монографии [7] решение задачи о колеба-
ниях упругой оболочки, частично заполненной 
жидкостью, представлено в виде ряда. Каждое 
слагаемое — это произведение функций коор-
динат и времени. 

В книге [8] отмечено, что разделение пере-
менных является основным методом решения 
краевых задач по теории колебаний. При разде-
лении переменных принята расчетная гипотеза, 
по которой в резонансе данного тона все точки 
изделия колеблются с одной и той же частотой. 
Метод разделения переменных использован в 
работе [9] для анализа случайных колебаний 
упругих систем. 

В монографии [10] решение неоднородной 
задачи о движении упругого тела, содержащего 
вязкую жидкость, представлено в виде разло-
жения по собственным функциям однородной 
стационарной задачи. Каждое слагаемое разло-
жения — это произведение функций координат 
и времени. 

В работе [11] метод разделения переменных 
скомбинирован с методом Бубнова — Галер-
кина. 

В монографии [12] по модальному анализу 
разделение переменных представлено как пре-
образование матричного уравнения динамики 
конструкции из временной области в область 
изображений Лапласа. Введены понятия слож-
ности тона колебаний и модальной фазовой 
параллельности. 

В книге [13], посвященной эксперименталь-
ному модальному анализу летательных аппара-
тов (ЛА), решение задачи о собственных коле-
баниях изделия — это произведение вектора 
смещений и гармонической функции времени. 
Показано, что реализовать гипотезу Фурье при 
экспериментальном модальном анализе ЛА 
можно методом монофазного возбуждения ЛА. 
Предложено выбирать возбуждение так, чтобы 
отклик изделия был монофазным. Дан подроб-
ный обзор теоретических и экспериментальных 
методов модального анализа конструкций ЛА 
на основе гипотезы Фурье. 

Метод разделения переменных (variable 
separation method) — основа курсов лекций по 
теории колебаний и модальному анализу [14, 
15], читаемых в зарубежных университетах. 

В настоящей работе приведены результаты 
экспериментов, выявляющие нарушения гипо-
тезы Фурье в процессе частотных испытаний. 

Цель статьи — не решение задачи экспери-
ментального модального анализа, а исследова-
ние физических свойств резонанса. На про-
стейших моделях показано, что в резонансе 
(одного и того же тона колебаний) разные точ-
ки изделия колеблются с различными частота-
ми. Выявленные частотные сдвиги, которые 
могут быть и положительными, и отрицатель-
ными, составляют около 1 Гц. 

Проблема частотного сдвига очень актуаль-
на, так как частотный спектр современного ЛА 
очень плотный: на 1 Гц приходится до 100 то-
нов колебаний. В этих условиях эффект частот-
ного сдвига может сделать невозможной иден-
тификацию расчетной модели ЛА по результа-
там его частотных испытаний. 

 
Оборудование эксперимента и его оснастка. 
Отклонения от гипотезы Фурье в промышлен-
ных технологиях экспериментального модаль-
ного анализа по возможности минимизируют-
ся. Соответствующие мероприятия выполняют 
путем специальной обработки результатов  
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измерений и формирования внешних воздей-
ствий особого типа. 

Методы модального анализа постоянно со-
вершенствуются. По этой причине для иссле-
дования физических особенностей резонанса 
(с учетом отклонений от гипотезы Фурье) не 
следует применять самое современное обору-
дование. 

Экспериментальные исследования выполне-
ны в лаборатории динамических испытаний 
кафедры «Аэрокосмические системы» МГТУ 
имени Н.Э. Баумана. Для проведения экспери-
мента использовано следующее оборудование: 

• переносной восьмиканальный вибростенд 
малой мощности GW-V55/PA300E (заводской 
номер 09/A6Q/26070) производства Data Physics 
Corporation (США), развивающий максималь-
ное усилие моногармонического нагружения 
310 Н; 

• одноосные датчики ускорений (далее ДУ) 
Kistler 8730АЕ500 производства Kistler Instru-
ment Corporation (Швейцария) с диапазоном 
измерения ±500g и коэффициентом усиления 
около 10 мВ/g; ДУ устанавливали на пластилин; 
масса ДУ с пластилином составляла 0,008 кг [16, 
17], рассматриваемый частотный диапазон — 
10…100 Гц. 

Во всех экспериментах скорость сканирова-
ния частоты возбуждения вибростенда dp/dt 
составляла 0,1 Гц/с. Амплитуда смещения 
(peak-to-peak) монтажной плиты вибростенда 
была постоянной и равнялась 0,2 мм. Все испы-
туемые изделия закрепляли на монтажной пли-
те вибростенда болтом через втулку, что пока-
зано на рис. 1 для печатной платы. 

Частотные испытания элементарной балки. 
Испытуемая элементарная балка представляла 
собой отрезок стандартной сантехнической 
трубы (по ГОСТ Р 52134–2003) диаметром 
20 мм со стенкой толщиной 3,4 мм, выполнен-
ной из полипропилена PP-R80. Длина балки 
составляла 0,32 м, масса — 0,055 кг, расчетный 
модуль упругости полипропилена — 1,5109 Па, 
его плотность — 910 кг/м3. 

Элементарную балку закрепляли на мон-
тажной плите вибростенда с помощью болта 
через втулку (рис. 2, а). В двух разных точках 
балки устанавливали два ДУ: один на зеленый 
пластилин (далее зеленый ДУ), другой — на 
фиолетовый пластилин (далее фиолетовый ДУ). 
Управляющий датчик, предназначенный для 
контроля работы оборудования, закрепляли на 
монтажной плите вибростенда с помощью бе-
лого пластилина. 

 
Рис. 1. Схема закрепления печатной платы  
на монтажной плите вибростенда болтом  

через втулку 

 

 
Рис. 2. Внешний вид экспериментальной установки 

для испытаний элементарной балки (а)  
и ее частотный спектр (б) 
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Частотный спектр элементарной балки 
очень разрежен (рис. 2, б). Выбран тон колеба-
ний 32,3 Гц, резонанс которого исследован в 
частотном диапазоне 25,0…35,0 Гц. 

Результаты частотных испытаний элемен-
тарной балки в резонансе тона колебаний 
32,3 Гц приведены на рис. 3. Здесь и далее цвет 
амплитудно-частотных характеристик (АЧХ) 
соответствует цвету ДУ. Пики АЧХ для разных 
ДУ имеют различные частоты. К двум пикам 
разных АЧХ вручную подведены два курсора. 
Здесь и далее зеленая стрелка помечает пик 
АЧХ зеленого ДУ. 

При установке зеленого ДУ слева от фиоле-
тового ДУ частотный сдвиг, представляющий 
собой разность частот пик АЧХ фиолетового 
ДУ и зеленого ДУ, f = 31,62 – 31,32 = +0,30 Гц 
(рис. 3, а). После того, как датчики поменяли 
местами, значение частотного сдвига почти не 
изменилось, а знак стал противоположным:  
f = 30,62 – 31,93 = −0,31 Гц (рис. 3, б). 

Анализ результатов частотных испытаний 
элементарной балки показал, что в резонансе 
(одного и того же тона колебаний) разные точ-
ки колеблются с различными частотами, т. е. 
гипотеза Фурье не работает. Разделение пере-
менных в соответствующей задаче модального 
анализа является некорректным. 

 
Частотные испытания стальной пружины. Ис-
пытуемая стальная пружина сжатия имела сле-
дующие параметры: диаметр прутка — 0,01 м, 
радиус намотки — 0,04 м, шаг спирали — 
0,026 м, число витков — 8, масса пружины — 

     
Рис. 3. Результаты частотных испытаний элементарной балки в резонансе тона колебаний 32,3 Гц  

при установке зеленого ДУ слева (а) и справа (б) от фиолетового ДУ 

 

б 
Рис. 4. Внешний вид экспериментальной установки 

для испытаний стальной пружины (а)  
и ее частотный спектр (б) 
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1,239 кг, расчетный модуль упругости — 
2,151011 Па, плотность стали — 7850 кг/м3. Ма-
териал изделия — сталь пружинная 65Г (ГОСТ 
14959–79). 

Стальную пружину закрепляли на монтаж-
ной плите вибростенда болтом через втулку 
(рис. 4, а). Зеленый и фиолетовый ДУ устанав-
ливали в двух разных точках пружины. Управ-
ляющий датчик закрепляли на монтажной пли-
те вибростенда с помощью белого пластилина. 

Частотный спектр стальной пружины доста-
точно богат (рис. 4, б). Выбран тон колебаний 
33,3 Гц, резонанс которого исследован в час-
тотном диапазоне 30,0…40,0 Гц. 

Результаты частотных испытаний стальной 
пружины в резонансе тона колебаний 33,3 Гц 
приведены на рис. 5. Пики АЧХ разных ДУ име-
ют различные частоты. При установке зеленого 

ДУ слева от фиолетового ДУ частотный сдвиг 
f = 33,46 – 33,17 = 0,29 Гц (рис. 5, а). После того, 
как датчики поменяли местами, значение ча-
стотного сдвига почти не изменилось, а знак 
стал противоположным: f = 33,11 – 33,42 = 
= −0,31 Гц (рис. 5, б). 

Анализ результатов частотных исследований 
стальной пружины показал, что гипотеза Фурье 
не работает, как и в предыдущем случае. 

 
Частотные испытания стальной пластины. 
Испытуемая стальная пластина размером 
0,2×0,28 м имела следующие параметры: мас-
са — 0,161 кг, толщина — 0,000368 м. 

Испытуемую пластину закрепляли на мон-
тажной плите вибростенда болтом через втулку 
(рис. 6, а). Если начало координатной плоско-
сти стальной пластины совместить с ее правой 
нижней вершиной, а ось OY направить к болту 

 
а 

 
Рис. 5. Результаты частотных испытаний стальной 

пружины в резонансе тона колебаний 33,3 Гц  
при установке зеленого ДУ слева (а) и справа (б)  

от фиолетового ДУ 
  

 
Рис. 6. Внешний вид экспериментальной установки 

для испытаний стальной пластины (а) и ее 
частотный спектр (б) 
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по нижней кромке, то он будет иметь следу-
ющие координаты: х = 0,052 м, y = 0,0232 м. 

Зеленый и фиолетовый измерительные ДУ 
устанавливали в двух разных точках стальной 
пластины. Для управляющего датчика не хва-
тило места на монтажной плите вибростенда, 
поэтому его закрепили с помощью белого пла-
стилина рядом с болтом. 

Частотный спектр стальной пластины доста-
точно богат (рис. 6, б). Выбран тон колебаний 
28,5 Гц, исследование резонанса которого про-
ведено в частотном диапазоне 23,0…33,0 Гц. 

Эксперимент проводили следующим обра-
зом. Пластину накрывали сеткой, содержащей 
тридцать пять узлов (см. рис. 6, а). Зеленый 
ДУ — базовый. Его положение фиксировали. 
Фиолетовый ДУ перемещали по узлам. В каж-
дом узле измеряли частотный сдвиг (для фик-
сированного положения зеленого ДУ) и строи-
ли поверхность измеренных частотных сдвигов. 
На рис. 6, а зеленый ДУ зафиксирован в узле 
№ 12. Текущее положение фиолетового ДУ — 
узел № 21. 

Измеренное значение частотного сдвига за-
висит от настроек вибростенда. На рис. 7 пока-
зана зависимость измеренного частотного 
сдвига от отрицательного логарифма скорости 
сканирования частоты возбуждения вибро-
стенда lg(dp/dt) в заданном частотном диапа-
зоне. Характерная «полка» кривой свидетель-
ствует о сходимости частотного сдвига по дан-
ному параметру. 

Результаты частотных испытаний стальной 
пластины в резонансе тона колебаний 28,5 Гц 
при закреплении зеленого ДУ в узле № 12 при-
ведены на рис. 8, а. Частотный сдвиг изменяет-
ся в диапазоне −0,35…+0,75 Гц. В окрестности 

узла № 12 расположена зона с нулевыми лини-
ями уровня. Это зона Фурье, где его гипотеза 
работает (рис. 9). 

Результаты частотных испытаний стальной 
пластины в резонансе тона колебаний 28,5 Гц 
при закреплении зеленого ДУ в узле № 21 приве-
дены на рис. 8, б. Частотный сдвиг изменяется в 
диапазоне −0,2…+0,8 Гц. Зона Фурье отсутству-
ет. На поверхности выделена линия Фурье, отде-

 
Рис. 7. Зависимость измеренного частотного сдвига 

от отрицательного логарифма скорости 
сканирования частоты возбуждения вибростенда 

lg (dp/dt) 

 

 
Рис. 8. Результаты частотных испытаний стальной 

пластины в резонансе тона колебаний 28,5 Гц  
при закреплении зеленого ДУ  

в узлах № 12 (а) и 21 (б) 

 
Рис. 9. АЧХ стальной пластины в соответствии  

с гипотезой Фурье 
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ляющая положительные сдвиги от отрицатель-
ных. Поверхности на рис. 8, а и б построены в 
пакете Surfer с помощью процедуры kriging. 

Анализ результатов частотных исследований 
стальной пружины показал, что гипотеза Фурье 
не работает, как и в двух предыдущих случаях. 

 
Частотные испытания печатной платы. Ис-
пытуемая печатная плата размером 
0,156×0,284 м, выполненная из стеклотекстоли-
та с металлическими прожилками, имела сле-
дующие параметры: масса — 0,134 кг, толщи-
на — 0,0015 м, расчетный модуль упругости ма-
териала — 2,51010 Па, плотность — 2016 кг/м3. 

Печатную плату закрепляли на монтажной 
плите вибростенда болтом через втулку 
(см. рис. 1). Если начало координатной плоско-
сти печатной платы совместить с ее правой 
нижней вершиной, а ось OY направить к болту 

по нижней кромке, то он будет иметь следу-
ющие координаты: х = 0,040 м, y = 0,0244 м. 

Два измерительных ДУ устанавливали на 
пластилин в двух разных точках печатной пла-
ты (см. рис. 10, а). Так как для управляющего 
датчика не хватило места на монтажной плите 
вибростенда, его закрепили с помощью белого 
пластилина на печатной плите рядом с болтом. 

Частотный спектр печатной платы доста-
точно богат (рис. 10, б). Выбран тон колебаний 
75,2 Гц, исследование резонанса которого про-
ведено в частотном диапазоне 70,0…80,0 Гц. 

Частотные испытания выполняли следую-
щим образом. Печатную плату накрывали сет-
кой, состоящей из двадцати пяти узлов 
(см. рис. 10, а). Зеленый ДУ — базовый. Его по-
ложение фиксировали. Фиолетовый ДУ пере-
мещали по узлам. В каждом узле измеряли ча-
стотный сдвиг (для фиксированного положе-
ния зеленого ДУ) и строили поверхность 
измеренных частотных сдвигов. На рис. 10, а 
зеленый ДУ зафиксирован в узле № 16. Текущее 
положение фиолетового датчика — узел № 9. 

 

 
Рис. 10. Внешний вид экспериментальной установки 
для испытаний печатной платы (а) и ее частотный 

спектр (б) 

 

 
Рис. 11. Результаты частотных испытаний печатной 

платы в резонансе тона колебаний 75,2 Гц  
при закреплении зеленого ДУ в узле № 9: 

а — частотный сдвиг, полученный в пакете Surfer методом 
локальных полиномов; б — форма вынужденных 

колебаний печатной платы на частоте 75,2 Гц, 
построенная в пакете MSC.Nastran 
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Результаты частотных испытаний печатной 
платы в резонансе тона колебаний 75,2 Гц при 
закреплении зеленого ДУ в узле № 9 приведе-
ны на рис. 11, а. Частотный сдвиг изменяется в 
диапазоне −0,3…+1,5 Гц. Зона Фурье отсут-
ствует. На поверхности выделены линии 
Фурье, отделяющие положительные сдвиги от 
отрицательных. Поверхность получена в про-
граммном пакете Surfer методом локальных 
полиномов. Для сравнения в программном 
пакете MSC.Nastran построена форма вынуж-
денных колебаний платы на частоте 75,2 Гц 
(рис. 11, б). 

Анализ результатов частотных исследований 
печатной платы показал, что гипотеза Фурье не 
работает, как и в трех предыдущих случаях. 

Теоретическое объяснение полученных экс-
периментальных данных приведено в работе 

[18]. Электронный учебник [19] содержит от-
крытые коды компьютерных программ для ре-
шения задач [18]. 

Выводы 
1. На практике краевые задачи эксперимен-

тального модального анализа ЛА решают мето-
дом разделения переменных. Отклонения от 
гипотезы Фурье в промышленных эксперимен-
тах минимизируют. 

2. Дано экспериментальное обоснование то-
го, что в резонансе (одного и того же тона коле-
баний) разные точки изделий колеблются с 
различными частотами. Показано, что гипотеза 
Фурье не работает, и разделение переменных в 
соответствующих задачах модального анализа 
является некорректным. 
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