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Приведены результаты испытаний коробчатой оболочки в частотном диапазоне 
10…50 Гц. В зоне Фурье коробчатой оболочки пики амплитудно-частотных характе-
ристик датчиков, установленных в разных точках изделия, лежат на одной верти-
кальной прямой. Анализ результатов частотных испытаний выявил существенные 
отклонения от гипотезы Фурье. Показано, что в резонансе (одного и того же тона) 
разные точки коробчатой оболочки колеблются с различными частотами. Частотные 
сдвиги составляют около 2 Гц. 
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The article presents the results of box-shaped shell tests in the frequency range of 
10…50 Hz. According to the Fourier hypothesis, the peaks of the amplitude-frequency 
characteristics corresponding to different points of the box-like shell are to lie on the same 
vertical straight line. An analysis of the results of frequency tests revealed significant devia-
tions from the Fourier hypothesis. It is shown that in resonance (of the same tone) different 
points of the box shell oscillate with different frequencies. Frequency shifts are about 2 Hz. 
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Краевые задачи по теории колебаний решают 
методом разделения переменных. Разделить 
переменные — значит, принять гипотезу Фурье 
о том, что в резонансе заданного тона все точки 
изделия колеблются с одной и той же частотой 
(частотой резонанса). На практике при иденти-
фикации расчетных моделей летательных аппа-

ратов отклонения от гипотезы Фурье считают 
погрешностью и минимизируют. 

 
Постановка задачи. О современном состоя-
нии методологии экспериментального мо-
дального анализа упругих конструкций можно 
судить по трудам конференций [1, 2]. В этих 
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докладах краевые задачи по теории колебаний 
решены методом разделения переменных 
Фурье. Авторы приняли гипотезу Фурье, воз-
можные отклонения от нее считают погрешно-
стью и минимизируют. Решение задачи сведе-
но к рассмотрению амплитудно-частотной ха-
рактеристики (АЧХ) одного датчика. 

Экспериментальные АЧХ часто оказываются 
зашумленными. В работе [3] предложен метод 
стабилизационных диаграмм для подавления 
зашумленности АЧХ отдельных датчиков. 
Принята гипотеза Фурье. Решение проблемы 
сведено к рассмотрению АЧХ одного датчика. 

В диссертации [4] краевая задача по теории 
колебаний решена методом разделения пере-
менных. Принята гипотеза Фурье. Для модаль-
ного анализа отсека фюзеляжа летательного 
аппарата использованы десять датчиков. Выяв-
лено отклонение от указанной гипотезы. Ча-
стотный сдвиг, составивший 3 Гц, интерпрети-
рован как погрешность и минимизирован до 
1,4 Гц. 

В статье [5] предложена методика экспери-
ментального модального анализа изделий, из-
готовленных из пластика на 3d-принтере. При-
нята гипотеза Фурье. Решение проблемы сведе-
но к рассмотрению АЧХ одного датчика. 

В работе [6] для экспериментального мо-
дального анализа использован метод ступенча-
того изменения частоты возбуждения. Принята 
гипотеза Фурье. Проблема решена путем рас-
смотрения АЧХ одного датчика. 

В публикации [7] выполнен высокочастот-
ный модальный анализ резцедержателя токар-
ного станка. Принята гипотеза Фурье. Решение 
проблемы сведено к рассмотрению высокоча-
стотной АЧХ одного датчика. 

В работе [8] предложена методика иденти-
фикации параметров композитного материала 
по результатам экспериментального модально-
го анализа образца. Принята гипотеза Фурье. 
Задача решена путем анализа АЧХ одного ла-
зерного датчика. 

В трудах [9, 10] описана методика экспери-
ментального модального анализа малоразмер-
ных компонентов микроэлектронных систем с 
помощью лазерного оборудования. Принята 
гипотеза Фурье. Решение задачи сведено к рас-
смотрению АЧХ одного лазерного датчика. 

В статье [11] предложено идентифицировать 
модели не по форме колебаний и частоте, а по 
переходному процессу (нестационарному от-
клику на нормативное воздействие). Такой 

подход имеет преимущество перед традицион-
ным при наличии существенных отклонений от 
гипотезы Фурье в эксперименте. 

В работе [12] общетеоретического характера 
даны базовые рекомендации по решению задач 
экспериментального модального анализа. При-
нята гипотеза Фурье. Решение проблемы сведе-
но к рассмотрению АЧХ одного датчика. 

В публикации [13] получил развитие метод 
стабилизационных диаграмм для решения за-
дачи экспериментального модального анализа 
и идентификации параметров модели. Принята 
гипотеза Фурье. Решение проблемы сведено к 
рассмотрению АЧХ одного датчика. 

В статье [14] предложен вероятностный 
подход с целью уточнения параметров динами-
ческой модели (фермы) по результатам ее экс-
периментального модального анализа. Для ре-
шения краевой задачи по теории колебаний 
использован метод разделения переменных. 
Принята гипотеза Фурье. Решение проблемы 
сведено к рассмотрению АЧХ одного датчика. 

В работе [15] исследована возможность от-
брасывания (усечения) верхних гармоник при 
моделировании нагрузки и отклика в задаче 
экспериментального модального анализа. При-
нята гипотеза Фурье. Проблема решена путем 
анализа АЧХ одного датчика. 

В статье [16] рассмотрена задача экспери-
ментального модального анализа печатной пла-
ты с установленными на ней малоразмерными 
электронными устройствами и микрочипами. 
Для решения краевой задачи по теории колеба-
ний использован метод разделения перемен-
ных. Принята гипотеза Фурье. Решение про-
блемы сведено к анализу АЧХ одного датчика. 

В работе [17] введены понятия сложности 
тона и модальной фазовой параллельности для 
минимизации отклонений от гипотезы Фурье 
в задаче экспериментального модального ана-
лиза. 

Анализ результатов указанных работ пока-
зал, что использование гипотезы Фурье требует 
дополнительного обоснования. 

Цель работы — не решение задачи экспери-
ментального модального анализа, а исследова-
ние физических свойств резонанса. В качестве 
испытуемой модели выбрана коробчатая обо-
лочка (КО). Модальный анализ КО показал, что 
в резонансе (одного и того же тона колебаний) 
разные точки изделия колеблются с различны-
ми частотами. Выявленные частотные сдвиги 
составляют около 2 Гц. 



62 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #6(747) 2022 

Проблема частотного сдвига очень актуаль-
на, так как частотный спектр современного ле-
тательного аппарата очень плотный: на 1 Гц 
приходится до 100 тонов колебаний. В этих 
условиях эффект частотного сдвига может сде-
лать невозможной идентификацию расчетной 
модели летательного аппарата по результатам 
его частотных испытаний. 

 
Оборудование эксперимента и его оснастка. 
Экспериментальные исследования КО выпол-
нены в лаборатории динамических испытаний 
кафедры «Аэрокосмические системы» МГТУ 
им. Н.Э. Баумана. Для проведения частотных 
испытаний использовано следующее оборудо-
вание: 

• переносной восьмиканальный вибростенд 
малой мощности GW-V55/PA300E производ-
ства Data Physics Corporation (США), развива-
ющий максимальное усилие 310 Н и оснащен-
ный программным обеспечением Vector 2; 

• три одноосных датчика ускорений (далее 
датчики) Kistler 8742A5 Piezotron Accelerometer 
(Швейцария) —  контрольный, базовый и рабо-
чий — с диапазоном измерения ±500g и коэф-
фициентом усиления около 10 мВ/g [18, 19]. 

 
Описание объекта и методики исследования. 
Выбранная в качестве объекта исследования 
КО имела четыре стенки: верхнюю, нижнюю, 
левую и правую (рис. 1). На каждую стенку 
наносили сетку, состоящую из 66 узлов. Четыре 
стенки содержали 264 узла. Испытуемую КО 
закрепляли на монтажной плите вибростенда 
болтовым соединением через втулку (рис. 2, а). 

На КО устанавливали три датчика: кон-
трольный, базовый и рабочий. Первый из них 
контролировал работу оборудования. Его за-
крепляли на нижней стенке КО рядом с болтом 
с помощью белого пластилина (рис. 2, б). По-
ложение базового датчика (рис. 2, в) фиксиро-
вали резьбовым соединением на верхней стенке 
КО в окрестности передней кромки. 

Рабочий датчик (рис. 2, г) перемещали по уз-
лам, связывая с КО фиолетовым пластилином. 
Масса датчика с пластилином составляла 
0,008 кг. Рассматривали частотный диапазон 
10…50 Гц. 

Из частотного спектра КО выбирали тон ко-
лебаний, для которого в каждом из узлов сетки 
строили АЧХ базового и рабочего датчиков. 
Определяли частотный сдвиг — расстояние 
между пиками АЧХ базового и рабочего датчи-

ков, соответствующими одному и тому же тону 
колебаний. Для каждой стенки по узлам строи-
ли поверхность частотных сдвигов. 

Выбор тона колебаний (40,37 Гц) из частотно-
го спектра КО проиллюстрирован на рис. 3, а. 
Соседние с ним тона имеют резкие резонансы, и 
их АЧХ сильно зашумлены. Здесь и далее черная 
АЧХ соответствует контрольному датчику, зеле-
ная — базовому, фиолетовая — рабочему. 

Зашумленность измерительного сигнала 
обусловлена «прощелкиванием» несовершен-
ных плоских стенок КО при вибрациях. Рас-
четная форма вынужденных колебаний КО на 
вибростенде показана на рис. 3, б. 

 
Особенности эксперимента. Испытуемая КО, 
выполненная из стали, имела следующие пара-
метры: габаритные размеры — 0,2×0,2×0,4 м 
(см. рис. 1); масса — 0,764 кг; толщина стенки — 
0,5 мм. 

Монтажную плиту вибростенда нагружали 
моногармонически (sine test). Амплитуда ее 
смещений была постоянной и составляла 
0,2 мм. Для модального анализа рассматривае-
мого тона колебаний частоту нагружения ска-
нировали в интервале 40,0…43,0 Гц. 

Зависимость измеренного частотного сдвига 
от отрицательного логарифма скорости скани-
рования частоты возбуждения вибростенда 
lg(dp/dt) показана на рис. 4. Характерная «пол-
ка» кривой свидетельствует о сходимости ча-
стотного сдвига по данному параметру. Ско-
рость сканирования частоты возбуждения dp/dt 

 
Рис. 1. Внешний вид испытуемой КО  

с тремя датчиками, закрепленной  
на монтажной плите  

вибростенда 
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во всех экспериментах принята равной 
0,03 Гц/с. 

В каждом из 264 узлов строили три АЧХ. Ес-
ли фиолетовая АЧХ (рис. 5) расположена ниже 

черной, то рабочий датчик находится в так 
называемой узловой зоне. Если фиолетовая 
АЧХ имеет пик, то узловая зона называется 
технической (рис. 5, а). 

      

      
Рис. 2. Схемы соединения КО с монтажной плитой вибростенда (а) и закрепления на КО контрольного (б), 

базового (в) и рабочего (г) датчиков 

    
Рис. 3. Частотный спектр КО (а) и расчетная форма ее вынужденных колебаний на вибростенде (б)  

в резонансе тона колебаний 40,37 Гц 
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Так, на рис. 5, а частотный сдвиг в техниче-
ской узловой зоне равен 1,738 Гц. Если пик 
АЧХ рабочего датчика в узловой зоне отсут-
ствует, то она называется абсолютной 

(рис. 5, б). Частотный сдвиг принят равным 
нулю. 

Отметим, что пик АЧХ рабочего датчика 
может отсутствовать, даже если он находится 
не в узловой зоне (рис. 6), т. е. происходит «ис-
чезновение» тона колебаний. В этом случае ча-
стотный сдвиг также равен нулю. 

 
Отклонения от гипотезы Фурье. По измерен-
ным значениям частотных сдвигов для каждой 
стенки КО построена поверхность в пакете 
Surfer с помощью интерполяционной kriging-
процедуры, позволяющей строить поверхности 
без сглаживания. 

Результаты частотных испытаний показали, 
что на верхней и нижней стенках КО частот-
ный сдвиг нарастает при смещении рабочего 
датчика от передней кромки к задней (рис. 7, а 
и б). Частотный сдвиг на верхней стенке КО 
(см. рис. 7, а) изменяется в диапазоне 0… 
1,05 Гц, на нижней — в интервале –0,3…1,3 Гц 
(см. рис. 7, б). 

На левой и правой стенках КО (рис. 7, в, г) 
частотный сдвиг достигает 2,1 Гц. На этих стен-
ках имеются зоны с нулевым сдвигом, где вы-
полняется гипотеза Фурье. Так, рис. 8 взят из 
зоны Фурье на правой стенке КО. 

Теоретическое обоснование отклонений от 
гипотезы Фурье на основе метода частиц при-
ведено в работе [20]. С каждой частицей ассо-
циирована отдельная модель рассматриваемой 
динамической системы. Ассоциированные мо-
дели содержат неньютоновские упругие эле-
менты. Результирующая модель есть совокуп-
ность всех моделей, ассоциированных с части-
цами. 

 
Рис. 4. Зависимость измеренного частотного сдвига 

от отрицательного логарифма  
скорости сканирования частоты возбуждения  

вибростенда lg (dp/dt) 

 

 
Рис. 5. Результаты частотных испытаний КО  

в технической (а) и абсолютной (б) узловых зонах 
 

 
Рис. 6. Результаты частотных испытаний КО  

при «исчезновении» тона колебаний 
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Рис. 8. АЧХ правой стенки КО в соответствии  

с гипотезой Фурье 

Выводы 
1. На практике для решения краевых задач 

экспериментального модального анализа лета-
тельных аппаратов традиционно используют 
гипотезу Фурье. Отклонения от гипотезы Фурье 
в промышленных экспериментах считают по-
грешностью и минимизируют. 

2. Показано, что при низкочастотных испы-
таниях КО частотные сдвиги (отклонения от 
гипотезы Фурье) достигают 2,1 Гц. Выявле- 
но наличие зон Фурье на боковых стенках из-
делия. 
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