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Выполнен синтез динамического алгоритма формирования управляющих сигналов 
исполнительных электродвигателей, обеспечивающих реализацию требуемых траек-
торий и законов движения рабочего органа манипулятора параллельно-последова-
тельной структуры. Получены аналитические выражения для управляющих сигналов 
приводных электродвигателей. Алгоритм построен с помощью нелинейных уравне-
ний динамики механизма манипулятора параллельно-последовательной структуры и 
характеристик его приводов. Предложенный алгоритм вычисления управляющих 
усилий относится к алгоритмам компенсирующего типа. Приведен численный при-
мер реализации, полученных законов управления. 
Ключевые слова: манипулятор параллельно-последовательной структуры, уравнения 
динамики, синтез управляющих сигналов 

The article describes synthesis of a dynamic algorithm for generating control signals of 
executive motors ensuring the implementation of the required trajectories and laws of 
motion of the parallel structure manipulator working body. Analytical expressions for the 
control signals of drive electric motors are obtained. The algorithm is constructed using 
nonlinear equations of the manipulator mechanism dynamics and the characteristics of its 
drives. The proposed algorithm for calculating control forces is one of the algorithms of 
the compensating type. A numerical example of the implementation of the obtained con-
trol laws is given. 
Keywords: parallel-serial structure manipulator, equations of dynamics, control signal syn-
thesis 

При выполнении технологических процессов, 
где необходимо управлять рабочим органом 
при высоких скорости перемещения и ускоре-

нии, все большее применение находят манипу-
ляторы параллельно-последовательной струк-
туры (МППС). Благодаря большой скорости 
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перемещения МППС время выполнения опе-
раций может составлять меньше одной секунды 
[1, 2]. Поэтому МППС можно использовать в 
технологических процессах сортировки и упа-
ковки продукции, сборки микросхем и т. д. 

При разработке МППС основной задачей 
является синтез алгоритмов управления, обес-
печивающих перемещение захватного устрой-
ства (ЗУ) по программной траектории [3–6]. 
При решении этой задачи необходимо учиты-
вать динамическое поведение системы, опреде-
ляемое инерционностью звеньев, нагрузкой ЗУ 
и наличием внешних возмущений. 

Цель работы — синтез динамического алго-
ритма формирования управляющих сигналов 
исполнительных двигателей, обеспечивающих 
реализацию требуемых траекторий и законов 
движения ЗУ МППС. 

Определим законы формирования управля-
ющих усилий и моментов исполнительных 
приводов, обеспечивающих перемещение ЗУ в 
заданное положение за заданное время по про-
граммной траектории. Для решения этой зада-
чи воспользуемся математической моделью ди-
намики МППС. 

 
Описание объекта исследования. МППС 
(рис. 1, а) представляет собой пространствен-
ный механизм в виде треугольной пирамиды, 
боковыми ребрами которой служат исполни-
тельные звенья переменной длины l1, l2, l3 
(рис. 1, б) [7]. Корпуса этих звеньев соединены с 
неподвижным основанием АВС двухподвиж-
ными шарнирами. 

В качестве исполнительных звеньев высту-
пают актуаторы (звенья с электрическим при-
водом постоянного тока). Все актуаторы имеют 
встроенный аналоговый датчик перемещения 
(потенциометр). Конструкция МППС преду-
сматривает, что геометрические оси штоков 
актуаторов пересекаются в точке М с помощью 
пятиподвижного шарнирного узла. Это позво-
ляет устранить изгибающие моменты со сторо-
ны ЗУ от внешних нагрузок. 

На пятиподвижном шарнирном узле уста-
новлено управляемое ЗУ (рис. 2), которое со-
стоит из трех звеньев, соединенных друг с дру-
гом вращательными кинематическими парами 
пятого класса. Число степеней свободы МППС 
равно шести. Конфигурация МППС однознач-
но зависит от длины исполнительных звеньев li 
(i = 1, 2, 3) и углов относительных поворотов 
звеньев ЗУ , , . Пространственное положе-

ние звеньев МППС (см. рис. 1, б и 2) определя-
ется относительно абсолютной системы коор-
динат Oxyz. 

 
Геометрические соотношения. Введены по-
движные системы координат Oixiyizi, (i = 1, …, 7), 
связанные с корпусами актуаторов (см. рис. 1, б) 
и звеньями ЗУ (см. рис. 2) [8]. Положение 
каждой из них относительно абсолютной си-
стемы координат Oxyz задано углом φi при по-
вороте вокруг неподвижной оси Ox и углом i 
при повороте вокруг подвижной оси Oiyi 
(рис. 3). 

 

 
Рис. 1. Внешний вид (а)  

и кинематическая схема (б)  
МППС на неподвижном основании 
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Ориентация этих систем координат относи-
тельно неподвижных координатных осей опре-
деляется направляющими косинусами: 
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 (1) 

Конструкция МППС обеспечивает голоном-
ные связи между длинами актуаторов li и коор-
динатами центра масс (расположенного в точ-
ке M) xM, yM, zM пятиподвижного шарнира 
(см. рис. 1, б) 

  22 2
1 0;M M Mx y OA z l      

   2 2 2
2 0;M M Mx OB y z l      

  2 2 2
3 0M M Mx OB y z l       (2) 

и конструктивным углом 

  arctg 0.M

M

x
z

     (3) 

 
Математическая модель динамики МППС. 
В качестве координат МППС приняты следу-
ющие параметры в функции времени t: длины 
актуаторов li(t), углы поворота их корпусов 
относительно абсолютной системы координат 
i(t), φi(t), углы относительных поворотов зве-
ньев ЗУ (t), (t), (t), конструктивный угол 
(t) и координаты центра масс пятиподвижно-
го сферического шарнира xM(t), yM(t), zM(t). 

Шесть координат являются независимыми. 
На все координаты наложены десять голо-

 
Рис. 3. Схема расположения  

подвижной системы координат  
исполнительных звеньев относительно  

абсолютной системы координат 

 
Рис. 2. Кинематическая схема ЗУ с тремя степенями свободы: 

1–3 — звенья ЗУ 
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номных связей, формируемых уравнения-
ми (1)–(3): 
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Для описания динамики перемещения зве-
ньев МППС воспользуемся уравнениями Ла-
гранжа второго рода с дополнительными голо-
номными связями (4) [9–11] 
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

  (5) 

где T — кинетическая энергия МППС; iq  — i-я 
обобщенная координата; iQ  — обобщенная си-
ла, соответствующая i-й координате; ФQ  — 
обобщенная сила сил сопротивления; j  — 
множители Лагранжа; П/ iq   — обобщенная 
сила потенциальных сил, соответствующая i-й 
координате. 

Кинетическая энергия МППС 
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,ia ir W
i i
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 
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где iaT  — кинетическая энергия корпусов ис-
полнительных звеньев при сферическом дви-
жении; irT  — кинетическая энергия штоков 
при переносном движении вместе с корпусами 
и при прямолинейном поступательном движе-
нии относительно корпусов; 4T  — кинетиче-
ская энергия сферического шарнира; 5 ,T  6 ,T  

7T  — кинетическая энергия звеньев ЗУ мани-
пулятора; WT  — кинетическая энергия груза. 

Обобщенные координаты 
, 1, 2, 3;i iq i    

, 4, 5, 6;i iq i    

7 ;Mq x   8 ;Mq y   9 ;Mq z  

10 ;q     11 ;q     12 ;q     13 ;q    

13 , 14, 15, 16.i iq l i   

В силу осевой симметрии исполнительных 
звеньев центробежные моменты инерции рав-
ны нулю. Принимаем, что моменты инерции 
штоков исполнительных звеньев относительно 
собственных центральных осей инерции 

0,zciI   .xci yci rI I I   
Тогда кинетическая энергия МППС прини-

мает вид 
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 cos sin sin ,z zI I        (6) 

где 12 ,m  22 ,m  32m  — массы штоков исполни-
тельных звеньев; kI  — моменты инерции кор-
пусов исполнительных звеньев относительно 
осей подвижных систем координат, 

,ixk iyII I   0izI   (i = 1, 2, 3);   — угловая 
скорость вращения пятиподвижного сфериче-
ского шарнирного узла вокруг оси Oz; 10 ,l  20 ,l  

30l  — начальные длины исполнительных звень-
ев; ,I  ,I  ,I  ,I  ,lI  β ,xI  β ,zI  βyI  — приве-
денные моменты инерции МППС; 4m  и wm  — 
масса пятиподвижного сферического шарнир-
ного узла и груза; 5 ,m  6 ,m  7m  — массы звеньев 
ЗУ; 6 ,xI  6 ,yI  6zI  — главные центральные мо-
менты инерции звеньев ЗУ относительно соб-
ственных координатных осей; 6cl  и 7cl  — рас-
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стояние от центра масс сферического шарнира 
до центра масс второго и третьего звена ЗУ со-
ответственно; cwl  — расстояние от центра масс 
груза до центра масс сферического шарнира. 

Приведенные моменты инерции, входящие в 
состав выражения (6), определяются выраже-
ниями 
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где 4zI  — момент инерции пятиподвижного 
сферического шарнирного узла относительно 
собственной оси z4; 7 ,zI  5 ,yI  5 ,xI  5 ,zI  7 ,xI  

7 yI — главные центральные моменты инерции 
звеньев ЗУ относительно собственных коорди-
натных осей; ,wzI  ,wxI  wyI  — главные цен-
тральные моменты инерции. 

Потенциальная энергия МППС имеет вид 
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где g  — ускорение свободного падения; cnz  — 
координата центра масс штока исполнительно-
го звена, 00,5cn n nz l l   (n = 1, 2, 3); 1,nm  2nm  — 
массы корпусов исполнительных звеньев. 

С помощью уравнений Лагранжа (5) можно 
получить шестнадцать дифференциальных 
уравнений, описывающих динамику перемеще-
ния звеньев МППС [12–14], которые вместе с 
десятью уравнениями голономных связей (4) 
позволяют решать основные задачи динамики 
МППС. 

 
Динамический алгоритм синтеза управляю-
щих сигналов при перемещении ЗУ по про-
граммным траекториям. Для реализации тех-
нологических процессов необходимо опреде-
лить законы формирования управляющих 
усилий Fi(t) и моментов T(t), T(t), T(t), обес-
печивающих перемещение ЗУ по программной 

траектории. Однако сложность общих уравне-
ний движения МППС затрудняет решение за-
дач динамического анализа и синтеза. 

Анализ производственных процессов пока-
зывает, что большинство технологических опе-
раций можно выполнить манипулятором с 
тремя управляемыми степенями свободы с по-
мощью следующих частных видов перемеще-
ния ЗУ: 

• перемещение из исходного положения в 
положение начала выполнения технологиче-
ского процесса; 

• вертикальное поступательное прямоли-
нейное движение; 

• прямолинейное движение под любым уг-
лом в вертикальной плоскости при неизменной 
конфигурации МППС; 

• движение по заданной траектории в верти-
кальной плоскости при неизменной конфигу-
рации МППС; 

• горизонтальное поступательное прямоли-
нейное движение МППС; 

• прямолинейное движение под любым уг-
лом в горизонтальной плоскости при неизмен-
ной конфигурации МППС; 

• движение по заданной траектории в гори-
зонтальной плоскости при неизменной конфи-
гурации МППС; 

• движение по произвольной заданной траек-
тории при неизменной конфигурации МППС; 

• ориентация ЗУ в пространстве при непо-
движной точке его крепления к МППС. 

Для каждого частного вида движения мани-
пулятора можно сформировать более простые 
динамические модели МППС, с помощью ко-
торых решать поставленные задачи. 

В качестве примера решения задачи синтеза 
управляющих сигналов рассмотрено функцио-
нирование МППС в составе автоматической 
линии по упаковке продуктов при переносе 
груза из контейнера на конвейер. Такую опера-
цию можно осуществить, перемещая центр 
масс груза по параболе в вертикальной плоско-
сти (  , c( ) ( o st),) nE M E Mx t x t y y    сохраняя 
пространственную ориентацию ЗУ: (t) = –(t), 
 = 0,  = 0 (см. рис. 1, б). 

Параметрические уравнения параболы для 
характерной точки E захвата имеют вид 

1 2( ) (0) ( ) (0) ;sin
2

pr pr pr pr
E E E E

t tx t x x x             
 

  2
( ) ( ) ( ) (0).pr pr pr pr

E E E Ez t a x t cx t z    (7) 
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Эти функции дважды дифференцируемы по 
времени и в начальный момент времени опре-
деляются соотношениями 

0(0) ;E Ex x   0(0) ;E Ey y   0(0) ;E Ez z  
(0) (0) (0) 0.E E Ex y z      

Тогда дифференциальные уравнения дина-
мики движения МППС (5) приобретают вид 
  2

2 0cos sin 2 ( 0,5 )i i i ipr i i i i ii I m l l l          

  1 0 20,5 sin cos ;i i ci i i im il m z g b      (8) 

 2
2 00,5 ;ipr i ir i i iI I I m l l     

1 3 1 1 1 5 1 1 6 1 1 1cos sin cos sin sin ;b l l l          

2 2 2 2 3 2 2 2 4 2 2

5 2 2 6 2 2 2

sin cos sin cos
cos sin sin ;

b l l l
l l

        
     

 

3 2 3 3 4 3 3sin cos ;b l l      

 2

2
2 0

cos 2 cos sin

2 cos ( 0,5 )
i i i i i i ipr

i i i i i i

I
m l l l

       

    

 
 

 

  0 2 30,5 cos sin ;i i i ci i i im l m z g b       (9) 

4 3 1 1 1 6 1 1 1cos sin cos cos ;b l l        
       5 1 3 2 2 2 6 2 2 2cos sin cos cos ;b l l

6 1;b    
7 8

1 2

( )M M
M

x x OBM x
l l

      

  9 10
2 2

3

( ) ;M M

M M

x OB z
l x z

   


 (10) 

4 5 6 7 ;WM m m m m m      

 7 8 9

1 2 3

( ) 0;M M My OA y y
l l l

       (11) 

7 8 9 10
2 2

1 2 3
;M M M M

M
M M

z z z xM z Mg
l l l x z

       


 (12) 

 10 0;    (13) 
 4 5 6 ;z x zI I I T     0;T   0;T   

   2 2 2
2 2 0

2 13

1 cos 2
2

cos cos ;

i i i i i ii i

i i i i i i

m l m l l

m g l F b 

      

     

 


  (14) 

         14 3 1 1 5 1 6 1 1 7cos cos sin cos sin ;b  
        

      
     

15 2 2 3 2 2 4 2

5 2 6 2 2 8

16 2 3 4 3 9

cos cos cos sin
sin cos sin ;

cos sin ,

b

b
 

где i = 1, 2, 3;   — постоянный коэффициент 
сопротивления. 

В уравнениях (14) учтены силы линейного 
вязкого сопротивления. Обобщенная сила со-
противления имеет вид [9] 

 .iQ l    

Уравнения связи (4) — линейно независи-
мые, а подматрица, составленная из коэффи-
циентов при множителях Лагранжа первых 
десяти уравнений (8)–(13), является транспо-
нированной относительно матрицы (размером 
1010) системы (4). Поэтому из этих уравне-
ний можно выразить множители Лагранжа i 
(i = 1, …, 10) [9], используя метод Крамера [15] 
для решения линейной системы алгебраиче-
ских уравнений 

 ( , , ) , 1, ..., 10,i s s s iq q q D D i      (15) 

где iD  — вспомогательный определитель, по-
лученный из главного определителя D при за-
мене его i-го столбца столбцом из свободных 
членов (левые части уравнений (8)–(13). 

Зависимости программных управляющих 
усилий находим из соотношений (14) после 
подстановки в них выражений (15): 

  2 2 2
12 1 12 1 10 11 1 1

12 1 1 1 3 1 1

0,5 cos 2

cos cos cos cos

F m l m l l
m g l
       

       

 
  

 5 1 6 1 1 7sin cos sin ;        (16) 

  2 2 2
22 2 22 2 20 22 2 2

22 2 2 2

2 2 3 2 2

0,5 cos 2

cos cos
cos cos cos

F m l m l l
m g l

      

     
      

 
  

 4 2 5 2 6 2 2 8sin sin cos sin ;          (17) 

  2 2 2
32 3 32 3 30 33 3 30,5 cos 2F m l m l l          

32 3 3 2 3 4 3 9cos cos cos sin .m g         (18) 
В состав формул (16)–(18) входят программ-

ные законы изменения длин pr
il  актуаторов и 

конструктивный угол ,pr , которые определя-
ются из выражений (2) и (3) после подстановки 
в них ( ),pr

Ex t  ( ),pr
Ey t  ( ).pr

Ez t  
Программные законы изменения углов по-

воротов актуаторов ,pr
i  pr

i  1, 2( ),, 3i   выра-
женные через длины исполнительных звеньев, 
находим, решая систему уравнений (4): 

2 2
2 3

1
1

arcsin ;
4
l l
OBl

    
 

 

2 2 2
2 3

2
2

4arcsin ;
4

l l OB
OBl

     
 
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2 2 2
2 3

3
3

4arcsin ;
4

l l OB
OBl

     
 

 

 2 2 2 2
2 3

1
1 1

arcsin ;
2 cos

OA OB l l
OAl
   

    
 

     
    

2 2 2 2
2 3

2
2 2

arcsin .
2 cos

OA OB l l
OAl

 Алгоритм формирования управляющих уси-
лий pr

iF  актуаторов МППС получаем из усло-
вия, что отклонения ( ) ( ) ( )pr

i iil t l t l t    отвеча-
ют решению дифференциальных уравнений 
второго порядка [16] 
 1 2( ) ( ) ( ) 0,i i i i il t b l t b l t         (19) 

где 1 2,i ib b  — постоянные положительные ко-
эффициенты, определяющие характер переход-
ного процесса. 

Алгоритм (19) будет выполнен, если ускоре-
ния изменения длин актуаторов определяются 
зависимостями 
 1( ) ( ) ( ) ( )pr pr

i i ii il t l t b l t l t     
     

 2 ( ) ( ) .pr
i iib l t l t     (20) 

Искомые законы изменения управляющих 
усилий, реализующих движение по траектории 
(7), определяются из уравнений (16)–(18) после 
подстановки в них (20). Параметры, входящие в 
состав этих зависимостей, дают возможность 
изменять динамические характеристики управ-
ляемых движений ЗУ манипулятора. 

Устойчивость алгоритма обеспечивает выбор 
коэффициентов [17] 1 2,i ib b  в уравнении (19). 
Обратная связь в контурах управления привод-
ными двигателями актуаторов выполняется по 
переменным ( ),il t  ( ).il t  Значения этих перемен-
ных используют при вычислении по выражени-

ям (16)–(18), а также при расчете отклонений по 
положению ( )il t  и скорости ( ).il t  

Алгоритмы определения управляющих 
напряжений ,iu  поступающих на входы элек-
тродвигателей актуаторов МППС, находим с 
учетом статической характеристики электро-
приводов [10, 16] 

  1 ,pr
i iiu F sl

r
     (21) 

где r, s — коэффициенты, зависящие от пара-
метров двигателя и механической передачи; 

il  — скорость штока исполнительного звена. 
 

Численная реализация алгоритма управления 
перемещением ЗУ по назначенной траекто-
рии. Для модели движения вычисляем ускоре-
ния (20) законов изменения ускорений длин 
исполнительных звеньев ( ),il t  при которых ре-
ализуется назначенная траектория перемеще-
ния ЗУ (7). Затем определяем управляющие 
усилия ,pr

iF  по которым находим законы изме-
нения управляющих напряжений (21). 

Зависимости управляющих усилий первого 
1 ,prF  второго 2

prF  и третьего 3
prF  электродвига-

телей ЗУ от времени приведены на рис. 4, а за-
висимость крутящего момента привода пово-
рота угла  от времени — на рис. 5. Расчеты 
проведены для следующих параметров актуато-
ров Linac LA36: нагрузка — до 500 Н, макси-
мальная скорость 160 мм/с, ход штока — 
350 мм. Электродвигатели трехстепенного 
ЗУ — сервоприводы (крутящий момент — 
3,5 Нм, максимальная угловая скорость — 
2,8 рад/с, рабочий диапазон — 180°). 

Параметры МППС: m11 = 2,7 кг; m12 = 6,3 кг; 
m4 = 0,5 кг; Ik = 0,683 кг·м2; Ir = 1,027 кг·м2. 
Начальные координаты: xM0 = 34,7 мм; yM0 = 
= 69,6 мм; zM0 = 868 мм. Конечные координаты: 
xMk = 250 мм; yMk = 69,6 мм; zMk = 1010 мм. 

 
Рис. 4. Зависимости управляющих усилий  

первого 1
prF  (1), второго 2

prF  (2), третьего 3
prF  (3) 

электродвигателей ЗУ от времени t 

 
Рис. 5. Зависимость крутящего момента  

привода поворота угла  T  (б) от времени t 
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Выводы 

1. Рассмотрен МППС с шестью степенями 
свободы. Предложен алгоритм синтеза управ-
ляющих сигналов объектом, описываемым не-
линейными уравнениями динамики движения 
системы твердых тел. 

2. На основе полных уравнений динамики 
движения МППС получен алгоритм формиро-
вания управляющих напряжений с учетом его 
кинематических параметров по всем степеням 

свободы. Форма уравнений, определяющих ха-
рактер изменения отклонений, допускает изме-
нять динамические характеристики управляе-
мых движений МППС. 

3. Предложенный алгоритм позволяет сфор-
мировать интеллектуальную систему управле-
ния на основе технологии ассоциативной памя-
ти, для чего необходимо создать базу моделей и 
управлений программных траекторий (лингви-
стический аппроксиматор) конкретных техно-
логических процессов. 
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