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Виртуальные модели системы резания, созданные путем математического моделиро-
вания, позволяют рассматривать связь программы ЧПУ, траекторий исполнительных 
элементов станка и их упругих деформаций, а также законы преобразования траекто-
рий в выходные характеристики обработки. Преобразования этих траекторий опре-
деляются системой нелинейных дифференциальных уравнений высшего порядка, 
анализ которых вызывает трудности. С этим также связана сложность определения 
законов изменения динамики серводвигателей исполнительных элементов в зависи-
мости от их взаимодействия с процессом резания. Предложен общий подход к анали-
зу управляемой динамической системы резания, основанный на асимптотических 
свойствах нелинейных дифференциальных уравнений, имеющих малые параметры 
при производных. Основное внимание уделено зависимости свойств приводов от 
взаимодействия с процессом резания. Приведены полученные путем математического 
моделирования зависимости свойств приводов от матриц упругих коэффициентов, 
взаимодействующих через процесс резания подсистем со стороны инструмента и за-
готовки. 
Ключевые слова: управляемая динамическая система резания, траектории исполни-
тельных элементов, принцип разделения движений, матрица скоростных коэффици-
ентов, матрицы упругих коэффициентов 

Virtual cutting system simulations developed using mathematical modelling allow us to 
consider the relationship between the CNC program, machine actuator trajectories and 
elastic deformations, as well as the laws guiding trajectory transformation into output pro-
cessing characteristics. The transformations of these trajectories are defined by a system of 
nonlinear higher-order differential equations that are difficult to analyse. Another related is-
sue is the difficulty involved in determining the variation patterns in the actuator servomo-
tor dynamics driven by the cutting process. The paper proposes a general approach to ana-
lysing a controlled dynamic cutting system based on the asymptotic properties of nonlinear 
differential equations containing small parameters for derivatives. We focus on drive prop-
erties being dynamically determined by their interaction with the cutting process. The paper 
presents drive properties as functions of elastic matrices pertaining to subsystems represent-
ing the tool and the workpiece interacting via the cutting process, said functions derived by 
mathematical simulation. 
Keywords: controlled dynamic cutting system, actuator trajectories, motion decomposition 
principle, velocity coefficient matrix, elastic coefficient matrices 
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После опубликования работ [1, 2] специалисты 
стали рассматривать многие проблемы дина-
мики технических систем, в том числе взаимо-
действующих с процессом обработки резанием, 
с учетом их системно-синергетического анализа 
[3–8], используя его для объяснения многих 
явлений при обработке деталей резанием и при 
трении [9–11]. 

Одновременно в последнее десятилетие раз-
рабатываются виртуальные модели процессов 
обработки на станках [11–23]. В этом случае 
анализируют преобразования управления — 
вектор T (3)

1 2 3{ , , }U U U U  — в траектории 
исполнительных элементов станка (ТИЭС) — 
вектор T (3)

1 2 3{ , , } .L L L L  ТИЭС в траекто-
рии формообразующих движений (Ф) L  
 (Ф) (Ф) (Ф) T

1 2 3{ , , }L L L (3)  дополнительно вклю-
чают в себя деформационные смещения ин-
струмента — вектор T (3)

1 2 3{ , , }X X X X  — 
и заготовки — вектор T (3)

1 2 3{ , , } ,Y Y Y Y  
т. е. L L X Y(Ф)     (рис. 1). 

При раскрытии преобразований 
(ФU L L )   принимают во внимание скоро-

сти T (3)
1 2 3/ { , , } ,d dt v v v  v L  ) /d dt(ФL  

(Ф) (Ф) (Ф)) T
1 2 3{ , , } ,v v v  (Ф (3)v  ( ) /d dt Xv X  

1 2 3
T{ , , }X X Xv v v  и 1 2 3

( ) T/ { , , } .Y Y Yd dt v v v Yv Y  
Векторы U , L , (ФL ) , X  и Y  задают в простран-
стве (3)  подвижности ТИЭС. 

При раскрытии взаимозависимости коорди-
нат необходимо определить законы взаимодей-

ствия между подсистемами, динамика которых 
описывается нелинейными дифференциальны-
ми уравнениями. Это, прежде всего, динамика 
процесса резания, которой с 50-х годов про-
шлого века посвящено много исследований 
[24–30]. 

Несмотря на большое количество работ по 
динамике, все они направлены на изучение не-
которых подсистем, в том числе одной из моде-
лей представления сил в координатах состоя-
ния. Рассматривались проблемы устойчивости, 
также притягивающие множества деформаций: 
предельные циклы, инвариантные торы, хаоти-
ческие аттракторы и эффекты параметрическо-
го самовозбуждения [31–33]. 

Анализ динамической системы резания 
(ДСР) в целом приводит к необходимости рас-
крытия взаимодействия процесса резания не 
только с упругими подсистемами, но и с приво-
дами исполнительных элементов. В этом случае 
приходится считаться с так называемым про-
клятием размерности моделей. Эмерджентные 
свойства ДСР приводят к тому, что изолиро-
ванное рассмотрение подсистем не отражает 
всех их особенностей. 

Цель работы — рассмотреть методику изу-
чения процесса резания как единую систему с 
учетом основных связей от ЧПУ до траекторий 

(ФL L X Y)     и продемонстрировать резуль-
таты, доказывающие, что свойства преобразо-
вания координат в управляемой ДСР отлича-
ются от свойств подсистем. В частности, свой-
ства серводвигателей зависят от матриц 
жесткости подсистем. 

 
Моделирование ДСР. Ограничимся использо-
ванием двигателей постоянного тока с якорным 
управлением без учета применяемых обратных 
связей. Также будем считать податливость за-
готовки малой величиной, т. е. Y 0 . 

Тогда модель ДСР (рис. 1, 2) имеет вид [6] 

( )
ЭМ Э ЭМ Э2

0

2

2

;

( , ).

Md d d
dt dt dt

d d
dt dt

         



   


2Ω Ω FT T T Ω k F T

Ω
X Xm h cX F Ω X

 (1) 

Здесь TЭМ  и TЭ  — диагональные матрицы ком-
бинаций электромеханических и электрических 
постоянных времени, ( )

ЭМ ЭМ[ ],iTT  ( )
Э Э[ ],iTT  

1, 2, 3;i  Ω  — вектор частот вращения серво-
двигателей ТИЭС, T

1 2 3{ , , } ;   Ω  ( )k M  — 

 
Рис. 1. Схема управления формообразующими 
движениями при токарной обработке детали 
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коэффициенты, зависящие от передаточного 
отношения редуктора ( )

р
ik  и сил трения в меха-

нической части; F  — силы, действующие на 
инструмент, кг; Ω0  — приведенные к частоте 
напряжения якорей двигателей (вектор управ-
ления, определяемый программой ЧПУ), 

(1) (2) (3) T
0 0 0{ , , } ;   0Ω  m,  h  и c  — положи-

тельно определенные симметричные матрицы 
инерционных, скоростных и упругих коэффи-
циентов подсистем, кгс2/мм, кгс/мм и кг/мм, 

[ ],smm  ,sm m  1, 2, 3;s  [ ];ishh  [ ],iscc  
где m  — обобщенная масса. 

Элементы диагональных матриц комбина-
ций электромеханических и электрических по-
стоянных времени определяются выражениями 

 ( )
ЭМ ( )( )

; i ii
ii

e M

J RT
c c

    ( )
Э , ii

i

LT
R

 

где iJ  — приведенные к роторам моменты 
инерции; ,iR  ( ) ,i

ec ( ) ,i
Мс  iL  — параметры двига-

телей. 
В выражении (1): 

 ( ) Fk F T

0
( ) (0) (1)
1 Э

(0)
( ) (0) (2)

Э 2 Э

(0)
( ) (0) (3)
3 Э

,

    
  

             
       

M

MM

M

dFk F T
dt

dFd k F T
dt dt

dFk F T
dt

 

где (0)F  — сила, действующая на инструмент. 
Элементы вектора частот вращения серво-

двигателей ТИЭС вычисляются как 

 ( ) ( )
0 / .i i

i eU c   

Cилы F  необходимо выразить через коор-
динаты состояния. Тогда автономные системы 

за счет 0F Ω X( , )  становятся системами связан-
ного (векторного) управления. Система урав-
нений (1) позволяет вычислить преобразование 
вектора управления Ω0  в ТИЭС, X  и L(Ф) .  

При моделировании сил F  приняты следу-
ющие гипотезы [6, 12–27]. 

Первая гипотеза: силы пропорциональны 
площади среза S  (см. рис. 2). Их ориентация в 
пространстве (3)  определяется коэффициен-
тами 1 2 3{ , , },    удовлетворяющими условию 

2 2 3
1 2 3( ) ( ) ( ) 1.       Выразим параметры ре-

зания с учетом деформаций — подачу р ,S  глу-
бину рt  и скорость рv  — через ТИЭС и дефор-
мации: 

 

 

 

2

1

3

р 2

р 1
0

р 3

( ) ( ) ( ) ;

( ) /2 ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ),




    


      

  





t

X
t T

t

X

X

S t v v d

t t d v v d

v t v t v t

 

где t — текущее время; T  — время оборота за-
готовки;   — условная координата. 

Вторая гипотеза: существует запаздывание 
вариаций сил по отношению к площади среза. 
При моделировании (см. рис. 2) этой величи-
ной можно пренебречь. Изменение во времени 
сил описывается апериодическим звеном. Этим 
моделируют и демпфирующее влияние процес-
са обработки. 

Третья гипотеза: в диапазоне скорости ре-
зания 0,3…2,0 м/с при ее возрастании наблюда-
ется уменьшение сил [10, 11]. С учетом этих ги-
потез, основанных на известных эксперимен-
тальных данных, выражение для модуля 
силы F  в координатах системы имеет вид 

 
Рис. 2. Схемы действующих на инструмент сил (а) и деформаций (б) 
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    3
(0) (0) (0)

3/ 1 exp      XT dF dt F v v  

    2
(0)
р 1 2( ) ( ) ,



     
t

X
t T

t X v v d  

где (0)T  — постоянная времени стружкообра-
зования, с;   — давление стружки, кг/мм2;   — 
безразмерный параметр;   — коэффициент 
наклона, см–1; (0)

рt  — глубина резания без учета 
деформаций. 

 
Принцип разделения движений. Иерархию 
подсистем удобно рассматривать на основе 
асимптотических свойств нелинейных диффе-
ренциальных уравнений с малыми параметра-
ми при производных. Это принцип разделения 
движений на «медленные» (МД) и «быстрые» 
(БД). 

При его применении необходимо преобра-
зовать систему (1) так, чтобы параметры при 
производных имели одну размерность. Для это-
го первое уравнение системы (1) представим в 
виде 

  X XT ξT с X c F
2

12 ( )
02

2 ,  d d
dt dt

 

где T  — диагональная матрица инерционных 
коэффициентов, 1[ ] [ ( ) ],i iiT m с  T  1, 2, 3;i  

ξT2  — преобразованная матрица скорост- 
ных коэффициентов, 12 [2 ] [ ( ) ],is i is iiT h c   ξT  

1, 2, 3;s  с( )  — преобразованная безразмер-
ная матрица жесткости, ( )( ) 1[ ] [ ( ) ],is iiisс c c  с  

( ) 1; iiс  1
0( )c  — матрица податливости по 

направлениям (3) ,  1 1
0 [( ) ].iic c  

После замены  
 (1) (1)

ЭМ Э t T T   

получаем выражение с безразмерным временем 

 
2

ЭМ Э 2

d
d



ΩT T   

 ( )
0 ЭМ Э ,Md d

d d
        

Ω FΩ T Ω k F T    (2) 

где ( )
ЭМ ЭМ[ ],iTT   1, 2, 3;i  ( )

Э Э[ ].iTT 
 В выражении (2): 

 T Т ( ) ( )
ЭМ Э ЭМ Э ;   
   i iT T    

( ) ( )
ЭМ Э( ) ( )

ЭМ Э (1) (1)
ЭМ Э

, 
i i

i i T TT T
T T

 

где 

 
( )

ЭМ( )
ЭМ (1) (1)

ЭМ Э

;
i

i TT
T T

   
( )

Э( )
Э (1) (1)

ЭМ Э

.
i

i TT
T T

 

После проведенной замены в выражении (2) 
все параметры, стоящие при производных, ста-
новятся малыми, так как (1) (1)

ЭМ Э .iT T T  Тогда 
имеем 

 T ξX Xε ε с X c F
2

( ) ( ) 1
0 Σ2

( ) ,
  d d

dt dt
 

где Tε( ) ,  ξε( )  — матрицы малых параметров; 
FΣ  — сумма сил, действующих на инструмент. 

Асимптотические свойства ДСР определя-
ются системой уравнений 

Ω ΩT T T Ω

F X Ω
k F X Ω) T Ω

c X c F X Ω

2

ЭМ Э ЭМ2

0( )
0 Э 0

( ) 1
0

( , )
( , ;

( ) ( , ),




 


             


    




 

M

d d
d d

d
d

(3) 

где Ω X,   — траектории МД;  
      2 2 2(1) (2) (3)

0 .     F F F F  

Система уравнений (3) характеризует урав-
нение МД, а преобразование Ω0  в ТИЭС и 
«медленные» изменения деформационных 
смещений T

1 2 3{ , , }X X XX     — ту их составля-
ющую, которая лежит в пределах полосы про-
пускания серводвигателей. 

Система уравнений (3) учитывает связан-
ность приводов через реакции со стороны об-
работки в низкочастотной области. При пере-
ходе от безразмерного времени к реальному в 
системе уравнений (3) необходимо изменить 
масштаб времени и выполнить обратное пре-
образование 1c0( ) 1   и ( ) . c с  Что касается 
X( ) t , то здесь возможна погрешность, поэтому 
следует ввести невязку x X X( ) ( ) ( ).  t t t  Тогда 

       
2

2
, , , / ,d d d dt

dt d
x xm h cx Ω X x x

t
  (4) 

где  

      Σ ΣΩ X x F Ω X x F Ω X, , , , , , 0 .        

Подсистему (4), являющуюся уравнением в 
вариациях относительно траекторий МД Ω,  
X,  можно назвать подсистемой БД. В выраже-
нии (4) выполняется условие  

  Ω X x
0

, , 0,


 
x

  

т. е. при устойчивости систем (3) и (4) траекто-
рии Ω , X  становятся притягивающими мно-
жествами системы (1). 

Для анализа асимптотической устойчивости 
( , , , / )d dtΩ X x x   необходимо линеаризовать в 
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окрестности Ω X,   и исследовать полученное 
уравнение на устойчивость: 

 x xm H Cx
2

2
0.  d d

dt dt
 

Здесь 

 
  

 
H
C

/ / ;
/ ; , 1, 2, 3,

  
   

is s i

is s i

h dx dt
c x i s

   

где s  — угол подачи. 
Если подсистемы устойчивы, то X Ω,   есть 

аттрактор пространства состояния. Вдоль тра-
ектории X Ω,   подсистема может потерять 
устойчивость. Тогда в зависимости от притяги-
вающих множеств деформаций в окрестности 
X Ω,   образуется траектория динамического 
смещения, зависящая от высокочастотных ко-
лебаний. 

Приведем пример X Ω,  при врезании ин-
струмента в заготовку (рис. 3) в процессе точе-
ния вала диаметром 80 мм.D  Траектории 
вычислены методом прямого цифрового моде-
лирования системы (1). Обобщенная масса — 

3 20,5 10 кг с /ммm    .  
Выбраны следующие параметры двигателей: 

(1) (2)
ЭМ ЭМ 0,24 с; T T  (1) (2)

Э Э 0,08 с; T T  (3)
ЭМT   

0,21 с;  (3)
Э 0 с;,06T  ( ) ( )

1 2
М Мk k   

1(кг0,0 01 ;0 с)   ( ) 1
3 (кг с5 .0 ),  Мk  Значения 

элементов матрицы упругих и скоростных ко-
эффициентов приведены в таблице. 

Параметры динамической связи 
Давление стружки , кг/мм2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300 
Давление стружки на переднюю грань  
инструмента 0, кг/мм2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1…50 
Коэффициент наклона  , см–1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,1 
Коэффициенты крутизны нарастания силы,  
действующей на заднюю грань  
инструмента 1, 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   20 
Постоянная времени стружкообразования  

(0) ,T  мс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,2 
Безразмерный параметр  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5 
Коэффициент трения тk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,2 

Точке « 0 » соответствует момент включения 
двигателя, а точке « 10 » — врезания в заготовку. 
Свойства ДСР зависят от всех параметров под-
системы инструмента, в том числе от матриц 

0h h, hk  где hk  — безразмерный коэффици-
ент. 

Как видно из рис. 3, переходные процессы 
3( ) t  в точках 0  и 10  различаются. Траекто-

риям 3( ) t  соответствуют ( ).tX  Приведены 

траектории 1( ),X t  которые изменяют форми-
руемую резанием геометрическую топологию 
поверхности заготовки. В отличие от Ω  траек-
тории деформационных смещений X  содер-
жат МД X  и БД x X X,    причем БД лежат за 
пределами полосы пропускания двигателей. 

Однако их свойства могут изменять преоб-
разования Ω Ω X0 .   Обоснуем следующее 
положение. Для программы ЧПУ необходимо 
определить такое множество управлений Ω0  и 
соответствующих ему траекторий Ω,  X,  при 
которых желаемые траектории (ФL )  являются 
аттракторами. 

Определение программы ЧПУ необходимо 
выполнять не по геометрическому образу дета-
ли на стороне системы ЧПУ, а по желаемым 
притягивающим множествам формообразую-
щих движений и при этом обеспечивать устой-
чивость траекторий МД и БД. 

 
Влияние жесткости на динамические свойства 
ДСР. Рассмотрим продольное точение вала 

1( 0)   при тех же параметрах, что и в преды-
дущем случае. Сделаем следующие упрощения: 
для МД (0) 0;T   0.   Тогда 

 
 

 

2

ΩT T Ω

F X Ω)
k F X Ω) T Ω

cX F X Ω)

2
13

2

ЭМ Э ЭМ

(0)
( ) (0)

Э 0

T(0) (0)
1 2 3

(0) (0)
р 1

(2)
р 2

( )

T

( ,
( , ;

, , ( , ;

( ) ( ) ,
 

   


     
 

     
    



      




M

t

X

t

d d
dt dt

d
dt

F
F t X

Dk v d

 (5) 

где D  — диаметр ротора двигателя. 

Значения элементов матрицы упругих  
и скоростных коэффициентов 

Элемент 
матрицы 

Значение, 
кг/мм 

Элемент 
матрицы 

Значение, 
кгc/мм 

11с  2000 11h  1,3 

22с  4000 22h  1,1 

33с  1000 33h  0,8 

12 21с с  200 12 21h h  0,6 

13 31с с  150 13 31h h  0,5 

23 32с с  80 23 32h h  0,4 
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Рассмотрим несколько случаев. 
Первый случай: влиянием сил резания на со-

противление вращения якоря двигателя подачи 
можно пренебречь, т. е. (2) 0,Mk   мощность ре-
зания в 10 раз меньше, чем у двигателя шпин-
деля, тогда 3 const.   

Будем варьировать элемент матрицы жест-
кости 22с . На него влияет не только податли-
вость инструмента по отношению к несущей 
системе станка, но и жесткость механической 
части привода подачи, а также условия трения 
во всех элементах. 

В зависимости от конструктивных элементов 
и их состояния 22с  может варьироваться в ши-
роких пределах. Проанализируем преобразова-
ние 2 ( ) p  в деформационные смещения 2 ( )X p  
и подачу р( )S p  в изображениях по Лапласу: 

 
  

  

2 2

2 p

1
2 3

2

р
1

3

1
р 3

2

р
1

3

( ) 1 exp[ ( ) ]( )
( )

;
1 1 exp ( )

( ) 1 exp[ ( ) ]( )
( )

.
1 1 exp ( )













    





   
    





   

X

S

X p pW p
p p

А Dk
А p

S p pW p
p p

Dk
А p

 (6) 

Здесь p  — символ изображения по Лапласу; 
A  — безразмерный параметр, 

 (0)
р 2 , A t g  

где 2g  — суммарная податливость по направ-
лению 2 .X  

Суммарная податливость по направле-
нию 2X  определяется выражением 
 22 / ,  Xg  

где 

 2

11 1 31

12 2 32

13 3 33

;
 

    
  

X

с с
с с
с с

   
11 21 31

12 22 32

13 23 33

.
 
    
  

с с с
с с с
с с с

 

Выражения (6) позволяют выяснить частот-
ные свойства преобразований, которые разли-
чаются коэффициентом .А  Если 0А  
( 2 0g ), то 

 2 р р
1 exp( )( ) ,
 

 S
TpW p Dk

p
 

т. е. интеграл 

  р 2 2( ) ( )
t

t T

Dk v d


       

преобразуется в  

 р 2( )
t

t T

Dk d


    . 

 

 
Рис. 3. Зависимости частоты вращения шпинделя двигателя  (а) и деформационных смещений  

в направлении 1X  при коэффициенте hk   1,0 (б), 0,5 (в) и 0,2 (г) 
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По мере увеличения суммарной податливо-
сти 2g  на частотные свойства начинает оказы-
вать влияние член выражения (6)  

   
р

1
21 1 exp ( )


   

Dk
А p

.  

При А   

 2 р
р( ) .


S

DkW p
p

  

Это обусловлено функциональной связанно-
стью сил и деформаций. 

При этом уменьшается полоса пропускания 
блока 2 р ( ) SW p  (рис. 4), что отображено в уве-
личении времени переходного процесса р ( )S t  
(рис. 5). Здесь рассмотрена реакция без учета 
динамических свойств двигателя. 

Приведены примеры переходных процессов 
для двух матриц жесткости 

 
 
   
  

(1)

2000 0 0
0 1500 0 ,
0 0 800

с   

 ( )с 2

2000 0 0
0 50 0 .
0 0 800

 
   
  

 

Как видно, при увеличении 2g  непропорци-
онально возрастает время переходного процес-
са пt  вследствие уменьшения полосы пропус-

кания рассматриваемого блока. Анализ резуль-
татов позволяет заключить следующее: 

• составляющие изменения подачи, равные 
или кратные частоте вращения заготовки, после 
преобразования интегральным оператором об-
ращаются в ноль (см. рис. 4); следовательно, с 
помощью подачи невозможно управлять уста-
новившимися деформациями на частотах, рав-
ных или кратных частоте заготовки; 

 

 

 
Рис. 5. Зависимость подачи рS  от времени  

для матриц жесткости с(1)  (а) и с(2)  (б) 

                 
Рис. 4. Пример частотных характеристик 2 р ( ) SW j  при Т = 0 и безразмерном параметре А = 0 (а) и 1 (б) 
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• вариации скорости продольных перемеще-
ний, лежащие выше частоты вращения шпин-
деля, быстро затухают, так как оператор фор-
мирования подачи характеризует оператор 
скользящего среднего в окне времени оборота 
заготовки с точностью до коэффициента; 

• время переходного процесса зависит от 
всех элементов матрицы жесткости с.  

Второй случай: (2) 0.Mk  Тогда при анализе 
связи (2)

0 ( ) p  с 2 ( ) p  и р( )S p  необходимо учи-
тывать, что процесс резания формирует внут-
реннюю отрицательную обратную связь, кото-
рая изменяет свойства ДСР. Для определения ее 
влияния на динамические свойства ДСР про-
анализируем передаточные функции: 

2 p

2 p

2 p

(2)
2 0

( )2
ЭМ ЭМ Э Э

(2)
р 0

( )2
ЭМ ЭМ Э Э

( ) ( )
1 ;

1 (1 ) ( )

( ) ( )
( )

,
1 (1 ) ( )


 





 

   


   

  


   

М
S

S S
М

S

p p

T p T T p k T p W p

S p p
k W p

T p T T p k T p W p

 (7) 

где ( )


Мk  — параметр влияния процесса резания 
на динамические свойства двигателя,  

 ( ) (2)(2)
2 р р ( )   F

e Mk R Dk t c c   

2(R  — сопротивление); 

 

  

2 p

1
3

1
3

1 exp[ ( ) ]( )

1 ;
1 1 exp ( )







   


   

S
pW p

p

А p

 

 р . Sk Dk  
Примеры переходных процессов в двигателе 

подачи, полученные при режимных параметрах 
без учета деформаций (0)

р 1,0 мм,t  (0)
р S  

0,1 мм/об  и (0)
р 1,2 м/с,v  приведены на рис. 6. 

Переходные процессы изменяются и при ва-
риациях давления ,  влияющих на параметр А 
в выражениях (6) и на параметр ( )


Мk  в форму-

лах (7). Податливость 2g  влияет только на  
параметр А. Обобщенные графики влияния 
давления стружки   и податливости 2g  на ди-
намические свойства привода подачи, получен-
ные при (0)

р 1,0 мм,t  (0)
р 0,1 мм/обS  и 

(0)
р 1,2 м/с,v  показаны на рис. 7 и 8. 

Анализ результатов цифрового моделирова-
ния показал, что элемент матрицы жесткости 

22с  может существенно влиять на переходные 
процессы. Меняется не только время переход-
ного процесса, но и его форма. Причем при ва-
рьировании значений матрицы жесткости с  
динамические процессы достаточно точно ап-
проксимируются колебательным, апериодиче-
ским или интегрирующим звеном. 

 

 
Рис. 6. Зависимости частоты вращения двигателя подачи 2  (а) и модуля силы резания F0 (б)  

от времени t при давлении стружки  = 100 кг/мм2 и различных значениях жесткости: 
1 — c22 = 10 000 кг/мм; 2 — c22 = 4000 кг/мм; 3 — c22 = 1000 кг/мм; 4 — c22 = 500 кг/мм; 5 — c22 = 100 кг/мм;  

6 — c22 = 50 кг/мм; 7 — c22 = 10 кг/мм; 8 — c22 = 1 кг/мм 
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Все зависит от элементов этой матрицы и 
параметров модели сил в координатах состоя-
ния. Поэтому изменение матрицы жесткости с  
вдоль траектории движения инструмента и па-
раметров формируемой резанием динамиче-
ской связи (например, вследствие изнашивания 
инструмента) приводит к изменению свойств 
преобразований управления в ТИЭС, деформа-
ционных смещений и траекторий формообра-
зующих движений. 

Кроме того, учет функциональной связности 
сил, деформационных смещений и ТИЭС, при-
водит к тому, что в ДСР образуется внутренняя 
отрицательная обратная связь, уровень кото-
рой возрастает при увеличении податливости. 
Этим объясняется потеря ее устойчивости и 
изменение динамических свойств. Точки, в ко-
торых ДСР теряет устойчивость, и в ней разви-
ваются автоколебания, обозначены на рис. 7 
звездами. 

Примеры переходных процессов (см. рис. 8) 
наглядно показывают, что увеличение податли-
вости может стабилизировать свойства равно-
весия деформационных смещений и соответ-
ствующих им ТИЭС. 

Третий случай: частоты вращения 
2 соnst   и 1 0  , матрица жесткости с  яв-

ляется диагональной. Тогда вместо соотноше-
ний (5) справедливы выражения: 

  2
13

2
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M

i i i

t
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dFT
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X F g i

DkF t X v d

(8) 

В частности, если с ,  то вместо первого 
выражения системы уравнений (8) имеем 
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3 3(3) (3) (3)
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Ω   d dT T T
dt dt
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 (9) 

где (2)
2    PDk . 

При варьировании (3)
0Ω  имеет место ветвле-

ние точек равновесия 3Ω  системы уравнений 
(9). Та ветвь, для которой выполняются усло-
вия 
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является притягивающим множеством частот 
вращения шпинделя. 

Это множество имеет ограниченную область 
притяжения. Если с   , то область притяже-
ния может расширяться или вырождаться пол-
ностью. Все зависит от элементов матрицы с . 

Следует отметить, что деформационные 
смещения в направлениях 1X  и 2X  формируют 
внутреннюю отрицательную обратную связь по 
силам резания. Как правило, деформации в 
этих направлениях стабилизируют равновесие, 
но ухудшают быстродействие ДСР. Деформа-
ционные смещения в направлении 3X  форми-
руют положительную обратную связь, которая 
чаще всего приводит к самовозбуждению ДСР. 

 
Анализ результатов исследования. Синергети-
ческий подход к анализу управляемой ДСР 
приводит к необходимости рассмотрения диф-
ференциальных уравнений высокого порядка, в 
состав которых входят математические модели 
серводвигателей станка, деформационных сме-
щений инструмента и заготовки, а также урав-
нения взаимодействий. 

 
Рис. 7. Зависимость времени перехода tп  
от жесткости с22 при давлении стружки  
 = 100 (1), 200 (2) и 400 кг/мм2 (3) 

 
Рис. 8. Зависимость частоты вращения двигателя 
подачи 2  от времени t при давлении стружки  

 = 400 кг/мм2 и жесткости c22 = 10 000 (1), 4000 (2), 
1000 (3) и 500 кг/мм (4) 
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Модель взаимодействий — представление 
сил резания в координатах упругих деформа-
ционных смещений и траекториях исполни-
тельных элементов. При анализе динамики ДСР 
целесообразно использовать принцип разделе-
ния движений на МД и БД, лежащие в пределах 
и за пределами полос пропускания серводвига-
телей соответственно. 

Если подсистема БД является асимптотиче-
ски устойчивой, то траектории МД являются 
аттракторами для ДСР в целом. В связи с этим 
свойства серводвигателей становятся зависи-
мыми от упругих деформационных смещений 
взаимодействующих подсистем. 

Исследования показали, что динамические 
свойства серводвигателей зависят от элементов 
матрицы жесткости подсистемы инструмента. 
При увеличении суммарной податливости по 
направлениям ТИЭС могут принципиально 
изменяться динамические свойства преобразо-
вания управления в траектории исполнитель-
ных элементов и далее в траектории формооб-
разующих движений. 

Деформационные смещения в направлениях 
продольной и поперечной подач вызывают 
уменьшение сил резания, т. е. формируют отри-
цательную обратную связь. Поэтому по мере 
увеличения податливости по указанным направ-
лениям наблюдается преобразование колеба-
тельных реакций в апериодические, и даже в 
астатические. При этом, как правило, возрастает 
время переходного процесса. 

Однако увеличение податливости в этих 
направлениях приводит к росту коэффициента 
возбуждения внутреннего контура, связываю-
щего силы и деформации. Поэтому время пере-
ходного процесса может иметь минимум (см. 
рис. 7). Более того ДСР может потерять устой-
чивость по деформационным смещениям, и 
тогда в ней образуются автоколебания, в том 
числе скорости вращения роторов двигателей. 

Деформации в направлении скорости реза-
ния вызывают увеличение сил, так как меняется 
ее направление в сторону дополнительного 
врезания инструмента в заготовку. Поэтому 
подсистема МД в целом может потерять устой-
чивость. 

Выводы 
1. Процесс резания является тем фактором, 

который изменяет динамические свойства сер-
водвигателей, а также преобразует относитель-
но автономные системы управления приводов в 
системы связанного (векторного) управления. 

2. Для анализа такой системы эффективно 
применять принцип разделения движений, поз-
воляющий во многих случаях существенно 
упростить анализ влияния упругих свойств на 
динамику, взаимодействующих через процесс 
обработки подсистем. При этом свойства подси-
стем, в том числе характеристики переходных 
процессов, принципиально зависят от матриц 
жесткости подсистем инструмента и заготовки. 
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