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При исследовании устойчивости механических систем, находящихся в условиях 
нагружения неконсервативными силами, встречаются нехарактерные для обычных 
задач механики явления (необычное влияние трения, невыпуклость, неодносвяз-
ность области устойчивости в пространстве параметров нагружения и т. д.). Прове-
дено исследование устойчивости консольного стержня при действии сжимающих 
сил — постоянной потенциальной и следящей (с учетом пульсаций значения по-
следней). Принят гармонический закон изменения значения следящей силы. Мето-
дами теории Флоке проанализированы параметрические колебания системы с ис-
следованием положения границ области устойчивости на плоскости параметров 
нагружения. Определен характер движения системы в окрестности границ области 
устойчивости. 
Ключевые слова: неконсервативные нагрузки, устойчивость консольного стержня, 
параметрические колебания, теория Флоке, границы флаттера и дивергенции, пара-
метрический резонанс 

During the research of the stability of mechanical systems under loading conditions by non-
conservative forces, the phenomena are encountered that are not typical for ordinary prob-
lems of mechanics (an unusual effect of friction, non-convexity, non-simply connectedness 
of the stability region in the space of loading parameters, etc.). The research was made of the 
stability of a cantilever rod under the action of compressive forces — constant potential and 
follower (taking into account the pulsations of the latter). A harmonic law of change in the 
value of the following force has been adopted. Using the methods of the Floquet theory, the 
parametric vibrations of the system are analyzed with the study of the position of the 
boundaries of the stability region on the plane of loading parameters. The nature of the sys-
tem motion in the vicinity of the boundaries of the stability region is determined. 
Keywords: non-conservative loads, cantilever rod stability, parametric oscillations, Floquet 
theory, flutter and divergence boundaries, parametric resonance 

Устойчивость консольного стержня при сжа-
тии следящей нагрузкой (задача Бека [1]) — 
одна из первых неконсервативных задач теории 
упругой устойчивости. История решения этой 
задачи и дискуссия в научных кругах вокруг 

вопроса о реализуемости следящих нагрузок 
подробно изложены в работе [2]. 

Как и некоторые другие неконсервативные 
задачи (задача Реута [3], задача Николаи [4], 
устойчивость трубопроводов с протекающей 
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жидкостью [5] и пр.), задача Бека сыграла суще-
ственную роль в разработке динамического ме-
тода исследования устойчивости [6]. 

На этой задаче отрабатывались и методы 
решения уравнений возмущенного движения, 
являющиеся той или иной интерпретацией ди-
намического метода исследования устойчиво-
сти, начиная с метода непосредственного реше-
ния несамосопряженной краевой задачи, раз-
ложения решения уравнения возмущенного 
движения по некоторым базисным функциям, 
метода конечных элементов и заканчивая 
ставшим популярным в последнее время мето-
дом дифференциальных квадратур. 

Обычная постановка перечисленных за-
дач — это исследование устойчивости положе-
ния равновесия механической системы под 
действием неконсервативных сил, явно не за-
висящих от времени. В этом случае приходят к 
однородной несамосопряженной краевой зада-
че на собственные значения для автономной 
системы [6, 7]. 

Менее изученными являются вопросы ис-
следования устойчивости положения равнове-
сия для случаев, когда неконсервативные 
нагрузки, особенно в сочетании с консерватив-
ными силами, изменяются во времени. 

Наибольший интерес представляет гармо-
ническое изменение во времени параметров 
нагружения. В этом случае приходим к класси-
ческой задаче исследования устойчивости по-
ложения равновесия при параметрическом 
воздействии [8–11]. Для определения границ 
областей неустойчивости обычно используют 
методы теории Флоке — Ляпунова [12]. 

Цель работы — исследование параметриче-
ских колебаний консольного стержня, находя-
щегося под действием сжимающих сил: посто-
янной потенциальной силы Q  и следящей силы 

( )P t , значение которой меняется по гармониче-
скому закону. При некоторых малых изменяю-
щихся во времени t отклонениях следящей силы 
от среднего значения на плоскости параметров 
нагружения построены границы области устой-
чивости. Исследован характер движения в 
окрестности границ области устойчивости. 

 
Постановка задачи. Рассмотрим стержень 
длиной l, жестко защемленный на одном конце 
и нагруженный на свободном конце постоян-
ной по значению потенциальной силой Q  (не 
меняющей направления при любых отклонени-
ях стержня от положения равновесия) и следя-

щей силой ( )P t , значение которой с некоторой 
малой амплитудой изменяется во времени t  по 
гармоническому закону (рис. 1). Направление 
последней при любых перемещениях совпадает 
с направлением касательной к изогнутой оси 
стержня в точке приложения этой силы. 

Запишем уравнение возмущенного движе-
ния относительно перемещений сечений 
стержня при отклонении от прямолинейной 
формы ( , )w x t  в следующем виде: 
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где x  — продольная координата; EI  — жест-
кость стержня на изгиб; ib  — коэффициент 
внутреннего трения, описываемый моделью 
Фойхта [13]; m  — погонная масса стержня; 

eb  — коэффициент внешнего трения. 
Рассеяние энергии в материале стержня 

(внутреннее трение) учтено в уравнении (1) из 
тех соображений, что в неконсервативных си-
стемах с распределенными параметрами имен-
но оно отвечает за парадокс Циглера [14]. Как 
показано в работе [15], известное критическое 
значение следящей силы в задаче Бека, равное 

220,05 ,EI l  при добавлении в систему весьма 
малого внутреннего трения снижает критиче-
скую силу на 45 %. 

Уравнение (1) дополним следующими гра-
ничными условиями: 
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Рис. 1. Схема консольного стержня,  

находящегося под действием  
потенциальной Q  и следящей ( )P t  сил 
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Введем безразмерные параметры: 
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Запишем уравнение (1) и граничные условия 
в безразмерном виде 
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Для применения метода главных координат 
(метода разложения по формам собственных 
колебаний) уберем из граничных условий (3) 
параметр потенциальной силы   и с помощью 
-функции введем ее проекцию в дифференци-
альное уравнение (2). 

Тогда приходим к уравнению возмущенного 
движения 
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и граничным условиям 
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Представим решение уравнения (4) в виде 
ряда 

      q φT, ;    w   (5) 
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где q( )  — вектор обобщенных координат; 
φ( )  — вектор форм собственных колебаний 
консольного стержня;  j  — параметры, опре-

деляемые из частотного уравнения для кон-
сольного стержня 1 ch cos 0;     n  — число 
удерживаемых членов ряда. 

Формы собственных колебаний консольного 
стержня выразим через функции Крылова [12] 
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Для защемленного на одном конце стержня 
собственные формы имеют вид 
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Применим к уравнению возмущенного дви-
жения (4) процедуру метода Бубнова — Галер-
кина, для чего подставим в него ряд (5). Затем 
поочередно умножим полученное уравнение на 
каждую собственную форму ( )  k k  и проин-
тегрируем полученные выражения по   от 0 
до 1. 

В результате приходим к системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений относи-
тельно обобщенных координат ( ).kq   Запишем 
эту систему в матричной форме 
  Aq A C q     e i  

   C D B q 0,( )    t   (6) 

где A,  C,  D,  B  — матрицы размера ,n n  
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Таким образом, получаем систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений с коэф-
фициентами, зависящими от времени. Для 
применения стандартных процедур вычисли-
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тельного пакета MATLAB приведем уравне-
ние (6) к нормальной форме Коши 
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где 0  и E  — нулевая и единичная матрицы 
размера .n n  

При периодическом параметрическом воз-
действии выполняется условие 
    G G .  T  

 
Граница области устойчивости при постоян-
ных параметрах нагрузки. Пусть потенциаль-
ная и следящая силы постоянны по значению. 
В этом случае уравнение (6) будет уравнением с 
постоянными коэффициентами. Представляя 
вектор обобщенных координат в виде ( ) q  

0 exp( ) q  и подставляя это выражение в 
уравнение (6), относительно характеристиче-
ских показателей   получаем алгебраическую 
проблему собственных значений в виде мат-
ричного полинома 

 P P P2
2 1 0 0     ,  (8) 

где 
 P A2 ;  
 P A C1 2 ;   e i  
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Для построения границы области устойчи-
вости на плоскости параметров нагружения 
  применим критерий Рауса — Гурвица 
[12]. На основании полинома (8) сформируем 
матрицу Гурвица H( , ).   Как указано в работе 
[15], равенство нулю главного минора матрицы 
Гурвица порядка 2 1n , т. е.    2 1( , ) 0,n  
определяет границу области флаттера (потерю 
устойчивости колебательным образом) на 
плоскости параметров нагружения .  

Квазистатический тип потери устойчивости 
(дивергенция) имеет место при условии равен-
ства нулю определителя матрицы Гурвица или 
(что то же самое) равенства нулю свободного 
члена характеристического полинома. На рис. 2 
(сплошная линия) для коэффициентов демп-

фирования 0,001 i  и 0,010 e  построена 
граница области устойчивости ABC  прямоли-
нейной формы консольного стержня на плос-
кости параметров нагружения   при удер-
жании восьми членов ряда в разложении реше-
ния возмущенного движения в ряд по формам 
собственных колебаний. 

Пересечение границы AB  соответствует ди-
намической потере устойчивости тривиального 
положения равновесия по типу флаттера. При 

0   критическое значение параметра следя-
щей нагрузки * 11,2.   Как уже указывалось, 
здесь в полной мере реализован парадокс Циг-
лера [14] вследствие наличия внутреннего тре-
ния в системе. 

Пересечение границы BC  соответствует 
квазистатической потере устойчивости триви-
ального положения равновесия по типу дивер-
генции. При 0   критическое значение пара-
метра мертвой силы равно 2 /4,  которое выте-
кает и из формулы Эйлера. 

Штриховой линией на рис. 2 показана зави-
симость частоты флаттера  f  от параметра   
как мнимая часть характеристического показа-
теля, который первым переходит в правую по-
луплоскость комплексной плоскости  . 

 
Параметрические колебания системы. Рас-
смотрим случай непостоянного значения сле-
дящей силы. Пусть ( ) (1 cos ),    t t  где   и 
  — амплитуда и частота отклонений следящей 
силы от среднего значения   соответственно. 
При некоторых фиксированных значениях   и 
  построим границы области устойчивости на 

 
Рис. 2. Граница области устойчивости на плоскости 

параметров   и зависимость частоты  
флаттера  f  от параметра :  
I — устойчивость; II — флаттер;  

III — дивергенция 
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плоскости параметров нагружения   мето-
дами теории Флоке. 

Известно [12], что система линейных диффе-
ренциальных уравнений (7) с периодическими 
коэффициентами G( )  имеет 2N n  линейно 
независимых решений, образующих фундамен-
тальную матрицу X( )  размера .N N  Если она 
удовлетворяет условию X E(0) ,  то X( )  назы-
вают фундаментальной матрицей Коши или 
матрицантом. 

Значение матрицанта в конце первого перио-
да X R( ) T  есть матрица перехода или матрица 
монодромии. Корни уравнения R Edet( ) 0   
называют мультипликаторами. Свойства реше-
ний уравнения (7) полностью определяются 
свойствами мультипликаторов [12]. Для каждого 
мультипликатора   найдется хотя бы одно ре-
шение ( ),jkx  удовлетворяющее условию 

( ) ( ),   jk jkx T x  где ( )jkx  — элемент матри-
цы X( ).  

Решение уравнения (7) q 0  будет устойчи-
вым по Ляпунову, если все мультипликаторы 
k  ( 1, 2, ..., 2 )k n  лежат внутри или на границе 
единичного круга: | | 1.   Если все мультипли-
каторы находятся внутри единичного круга 
(| | 1),   то имеет место асимптотическая 
устойчивость. 

Решение будет неустойчивым, если среди 
мультипликаторов найдется хотя бы один по 
модулю больший единицы: | | 1.   Таким обра-
зом, граница области устойчивости тривиаль-
ного решения уравнения (7) на плоскости па-
раметров нагружения определяется выходом 
хотя бы одного мультипликатора за единичную 
окружность. 

Существуют методы, позволяющие опреде-
лять границы областей параметрического резо-
нанса. Среди них весьма эффективным являет-
ся метод матриц монодромии (метод матриц 
перехода), в основу которого положена теория 
устойчивости Флоке — Ляпунова. 

Применение этого метода заключается в вы-
числении матрицы монодромии R  и ее соб-
ственных значений, являющихся мультиплика-
торами данной задачи [12]. Чтобы построить 
матрицу R,  необходимо N  раз решить задачу 
Коши с начальными условиями, совпадающими 
со столбцами единичной матрицы размера 

.N N  После определения мультипликаторов 
как собственных значений матрицы R  прове-
ряют условие | | 1.   

По изложенному алгоритму построены гра-
ницы области устойчивости на плоскости 
нагружения   при амплитуде 0,1   и час-
тоте отклонений следящей силы 5   (рис. 3, а) 
и 10   (рис. 3, б). Значения коэффициентов 
внутреннего i  и внешнего e  демпфирования 
были те же, что и при построении границы об-
ласти устойчивости (см. рис. 2). 

Пунктирными линиями на рис, 3, а и б для 
сравнения показаны границы флаттера и ди-
вергенции при постоянных по значению по-
тенциальной и следящей силах. Видно, что па-
раметрическое воздействие, не меняя положе-
ние границ дивергенции EF  (см. рис. 3, а) и 
FG  (см. рис. 3, б), отодвигает основную часть 
границы динамической неустойчивости в об-
ласть бóльших значений  . 

Аналогичное явление встречается в панель-
ном флаттере, когда параметрическая продоль-

                     
Рис. 3. Границы области устойчивости при амплитуде 0,1   и частоте отклонений 

 следящей силы 5   (а) и 10 (б) 
I — устойчивость; III — дивергенция; IV — параметрический резонанс 
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ная сила стабилизирует систему при аэродина-
мическом воздействии сверхзвукового потока 
газа [16, 17]. 

Как показали многочисленные вычисления 
характера движения системы при пересечении 
участков границы AB  и DE  (см. рис. 3, а),  
а также AB  и DF  (см. рис. 3, б) в системе реа-
лизован параметрический резонанс. Таким 
образом, названные участки служат границами 
не флаттера, а параметрического резонанса. 

Проведем исследование законов движения 
системы в окрестности точек границы дивер-
генции. Некоторые результаты проиллюстри-
рованы на рис. 4 для точки 1, отмеченной на 
рис. 3, а. Здесь для ( ) (1 0,1cos )       постро-
ены законы движения при параметре нагруже-
ния 4,147   (кривая 1) с добавлением к этому 
значению по 0,001. 

С переходом через границу, за исключением 
высокочастотных шумов с весьма малой ам-
плитудой, поведение системы аналогично слу-
чаю постоянных по значению   и  . С ростом 
параметра нагружения   частота затухающих 
движений (кривые 1–4) убывает, и при пересе-
чении границы устойчивость теряется квази-
статическим образом (кривая 5). Следователь-
но, за границами EF  (см. рис. 3, а) и FG   
(см. рис. 3, б) можно оставить название «грани-
цы дивергенции». 

Параметрическая нагрузка принятого типа 
способствует появлению дополнительных об-
ластей неустойчивости, существенно снижая 
критические значения параметров нагружения. 
Это касается сопряженных с зоной параметри-
ческих резонансов областей BCD  (см. рис. 3, а) 
и BCED  (см. рис. 3, б). 

Границы этих областей по характеру потери 
устойчивости внутри них можно назвать гра-
ницами флаттера, что подтверждает характер 
закона движения. Для точки 2 внутри области 
BCED  закон движения, характерный для флат-
тера, показан на рис. 5. 

Выводы 
1. Одной из основных задач теории упругой 

устойчивости является определение границ об-
ласти устойчивости в пространстве параметров 
внешних нагрузок. Выбор метода расчета опре-
деляется характером нагрузок и в первую оче-
редь ее изменением во времени. 

2. Преобразование неконсервативной меха-
нической системы в параметрически возбужда-
емую даже при малом изменении значений 
нагрузок может существенно изменить грани-
цы области устойчивости как в сторону стаби-
лизации системы, так и в сторону значительно-
го снижения критических значений параметров 
нагружения. 

 
Рис. 4. Законы движения концевого сечения  

в окрестности точки 1 на границе дивергенции  
(см. рис. 3, а) при параметре 4,147   (1), 4,148 (2), 

4,149 (3), 4,150 (4) и 4,151 (5) 

 
Рис. 5. Закон движения концевого сечения  

при параметрах нагружения 0,5,   9,5    
и частоте отклонений следящей силы 10   
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элементов. Приведены варианты конструкций вентилей и удлините-
лей для шин. Описаны методы испытаний колес и шин.  

Для студентов, обучающихся по направлению подготовки 23.04.02 
«Наземные транспортно-технологические комплексы», магистерская 
программа «Колесные машины», дисциплина «Механика колеса мо-
бильной машины». 

По вопросам приобретения обращайтесь:  
105005, Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, к. 1.  
Тел.: +7 499 263-60-45, факс: +7 499 261-45-97;  
press@bmstu.ru;  https://bmstu.press 

 


