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Современные воздушные роботы, в частности дроны, развиваются быстрыми темпа-
ми. Дроны являются перспективным направлением робототехники при выполнении 
опасных задач во время поисково-спасательных работ, а также для таких практиче-
ских приложений, как фото- и кинематография. Актуальной задачей становится 
обеспечение безопасности (устойчивости к механическим повреждениям) дронов при 
взаимодействии с внешней средой и людей в случае контакта с дронами. Для решения 
указанной задачи целесообразно использовать тенсегрити-дроны, обладающие де-
формируемой конструкцией и способностью адаптироваться к изменяющимся пара-
метрам окружающего пространства с учетом встречающихся на их пути препятствий. 
Такие дроны могут проводить управляемую деформацию корпуса в процессе пере-
мещения, что делает их более мобильными в сложных средах. Для планирования та-
ких траекторий ранее был предложен метод, основанный на решении оптимизацион-
ной задачи с линейными матричными неравенствами. Однако численные свойства 
метода остались не изученными. Рассмотрена задача планирования траектории тенсе-
грити-дрона. Проведены численные эксперименты. Установлено, что на выполни-
мость задачи геометрические характеристики окружающего пространства оказывают 
незначительное влияние, а на вычислительную сложность и затрачиваемое процес-
сорное время — весьма существенное. 
Ключевые слова: тенсегрити-дрон, планирование траектории, линейные матричные 
неравенства, накрывающий эллипсоид, планирование последовательности дефор-
маций 

Modern aerial robots, in particular the drones, are developing at a rapid pace. Drones ap-
pear to be a promising area in robotics performing dangerous tasks during search and res-
cue operations, as well as in practical applications such as photography and cinematog-
raphy. An urgent task is to ensure the drone safety against their mechanical damage when 
interacting with the external environment, as well as the safety of people in case of contact 
with the drones. To solve this problem, it is advisable to use tensegrity drones with the de-
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formable structure and the ability to adapt to the changing environment parameters taking 
into account the obstacles encountered in the flight. These drones are able to ensure the 
controlled deformation of their fuselage in flight making them more mobile in difficult en-
vironments. A method was previously proposed to plan such trajectories based on solving 
the optimization problem with the linear matrix inequalities. However, numerical proper-
ties of the method remained unexplored. The problem of planning the tensegrity drone 
flight was considered. Numerical experiments were carried out. It was established that the 
surrounding space geometry had insignificant effect on the task implementation, but very 
significantly affected computational complexity and elapsed processor time. 
Keywords: tensegrity drone, flight planning, linear matrix inequalities, covering ellipsoid, 
deformation sequence planning 

Современные воздушные роботы, в частности 
дроны с возможностью вертикального взлета и 
зависания, активно развиваются. Эти устрой-
ства имеют как уникальные преимущества пе-
ред другими летательными аппаратами, так и 
проблемы их использования. 

Наиболее перспективными областями при-
менения дронов являются доставка «последней 
мили» и «последнего метра», автоматизирован-
ное наблюдение за стихийными бедствиями и 
реагирование на них. К проблемам, требующим 
решения при эксплуатации дрона, относятся 
безопасность его взаимодействия с человеком, 
безопасность столкновения робота с препят-
ствиями и надежность летательного аппарата. 

Рассмотрим новый тип дрона с деформиру-
емой структурой, основанной на принципе тен-
сегрити, что делает его более безопасным при 
взаимодействии с человеком, а также повышает 
его долговечность и устойчивость к столкнове-
ниям. Одним из основных достоинств тенсе-
грити-дрона (далее ТД) является способность 
изменять конфигурацию в процессе полета пу-
тем изменения длины упругих элементов (тро-
сов или стоек). Это позволяет адаптировать 
форму ТД к геометрическим характеристикам 
окружающего пространства, например, умень-
шить его ширину для пролета через узкий ко-
ридор. 

В работе [1] предложен метод на основе про-
граммирования SDP (Semidefinite Program-
ming), предполагающий планирование измене-
ния конфигурации ТД в виде последовательно-
сти линейных деформаций так называемого 
накрывающего эллипсоида (эллипсоида, в ко-
торый вписан дрон). Этот метод позволяет све-
сти планирование последовательности дефор-
маций к одной или нескольким SDP-задачам. 

Решение SDP-задачи, представляющее со-
бой последовательность эллипсоидов, можно 
соотнести с базой данных, содержащей конфи-

гурации ТД, их аппроксимации накрывающи-
ми эллипсоидами, а также собственные числа 
и векторы матриц этих эллипсоидов. Соб-
ственные числа и векторы позволяют быстро 
определить близость между эллипсоидами — 
найденным (спланированным) и имеющимся в 
базе данных. 

Однако в работе [1] отсутствует анализ вы-
числительной сложности метода и его работо-
способности в зависимости от условий задачи 
(геометрических характеристик окружающего 
пространства, числа дискретных шагов и др.). 

Цель статьи — изучение влияния геометри-
ческих характеристик пространства, в котором 
работает ТД, на численные особенности алго-
ритма генерации желаемых траектории и де-
формаций ТД. Под численными особенностями 
будем понимать время, затрачиваемое на вы-
числения, и число итераций в решении опти-
мизационной задачи, представляющим собой 
искомые траектории и деформации. 

 
Современное состояние исследований. Кон-
струкции ТД. Одним из самых распространен-
ных способов обеспечения безопасного взаи-
модействия человека и дрона является введе-
ние дополнительных защитных конструкций, 
исключающих прямой контакт человека с вра-
щающимися лопастями [2–4]. 

Так как применение внешних конструкций 
может значительно увеличить массу и размеры 
ТД, в качестве защитных механизмов предлага-
ется использовать облегченные конструкции 
(например, выполненные из современных ком-
позитных материалов), складные конструкции 
[5–7] и трансформируемые рамы [8, 9]. 

Следует отметить, что жесткие защитные 
конструкции способны свести к минимуму 
риск повреждения лопасти ТД, но не позволя-
ют предотвратить травмы человека, вызванные 
контактом с корпусом летательного аппарата,  
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а также его повреждение в результате контакта 
с внешней средой. 

Поэтому для повышения безопасности взаи-
модействия человека с ТД можно использовать 
гибкие (податливые) защитные конструкции. 
Например, в работе [10] улучшенную безопас-
ность продемонстрировали ТД с нелинейными 
пружинами. Тем не менее, исследований в обла-
сти конструкций дронов проведено мало. 

Анализ в указанных работах исследований 
показал, что одним из перспективных направ-
лений эволюции ТД в части незапланирован-
ных столкновений и падений может быть раз-
работка устройств со складными и податливы-
ми защитными конструкциями, которые имеют 
минимальную массу и отвечают стандартам 
безопасности. Это позволяет выделить новый 
конструктивный принцип проектирования 
дронов, базирующийся на использовании тен-
сегрити-структуры (далее ТС). 

Тенсегрити-структуры. Такие структуры 
состоят из элементов, испытывающих чистое 
сжатие (стержней) и растяжение (тросов). В ТС 
звенья не соприкасаются друг с другом, а вся 
конфигурация обретает статическое равновесие 
под действием набора тросов, находящихся в 
деформированном состоянии [11, 12]. 

Среди многочисленных достоинств ТС 
можно выделить хорошее отношение массы к 
жесткости и способность эффективного рас-
пределения нагрузок между элементами, что 
делает общую конструкцию устойчивой к меха-
ническим повреждениям [13, 14]. Указанные 
свойства позволяют использовать ТС для раз-
работки коллаборативных роботов, так как они 
легче и устойчивее к столкновениям, чем дру-
гие механические конструкции. 

Другие достоинства ТС — гибкость и спо-
собность легко складываться — послужили ос-
новой для разработки NASA тенсегрити-зонда 
SUPERBall [15–17]. Кроме того, в статье [13] 
продемонстрировано, что проектирование ро-
ботов на основе ТС является эффективным 
подходом к работе с неизвестными возмущаю-
щими воздействиями, когда контактные силы 
нельзя определить или предсказать с требуемой 
точностью. 

Таким образом, можно заключить, что ТС 
являются перспективным направлением по со-
зданию воздушных роботов, безопасных зон при 
столкновении с человеком и препятствиями. 

Методы планирования траектории дро-
нов. Методы планирования траектории дрона 

можно подразделить на две группы. Методы 
первой группы базируются на статическом 
планировании траектории ТД по известным 
картам препятствий. Это — диаграммы Воро-
ного, алгоритм Дейкстры, алгоритм A, алго-
ритм RRT и эволюционный алгоритм [18, 19]. 

Методы второй группы являются динамиче-
скими стратегиями поиска траектории ТД. 
К ним относятся оптимизация роя частиц 
(PSO), алгоритм D, алгоритм гистограммы век-
торного поля (VFH), метод динамического окна 
(DWA) и метод искусственных потенциальных 
полей [20]. 

В работе [21] приведен алгоритм эллипсои-
дального отображения (EMA), относящийся к 
динамическим методам планирования траекто-
рии ТД, основанный на эллипсоидах ковариа-
ции и методах кластеризации. EMA создает не-
большие карты, содержащие достаточно ин-
формации для правильного описания внешней 
среды и используемые в алгоритмах навигации 
робота. 

Этот оригинальный подход к планированию 
траектории ТД по карте, основанный на гене-
тическом алгоритме, использует эллипсоидные 
объекты для представления препятствий неза-
висимо от их вогнутости и вычисления путей. 

В работе [22] предложена процедура быстро-
го поиска KD-Tree для построения коридора 
полета ТД, гарантирующего безопасность в 
трехмерном пространстве. Для этого применя-
ют алгоритм поиска пути на основе выборки, 
базирующийся на динамически строящейся 
карте облака точек. Также использован метод 
генерации траекторий на основе квадратичного 
программирования с квадратичными ограни-
чениями (QCQP), позволяющий строить траек-
тории, которые полностью ограничены преде-
лами коридора. 

Для уменьшения временных затрат на по-
строение траектории ТД предложен метод по-
иска пути на основе быстрого марша, что поз-
воляет его найти в пространстве скоростей с 
евклидовой нормой. После этого траектория 
формируется в виде кусочных кривых Безье, 
граничных положений и динамики траектории 
более высокого порядка в пределах безопасных 
с помощью полиномиального базиса Берн-
штейна. 

В работе [9] продемонстрирована базовая 
система трансформации квадрокоптера, состо-
ящая из четырех рук, которые могут склады-
ваться вокруг основного корпуса. Для обеспе-
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чения устойчивого полета этот метод не требу-
ет симметрии. Показано, что базовые механиз-
мы изменения конфигурации в сочетании с 
адаптивным управлением можно использовать 
для расширения диапазона применения 
квадрокоптера. При этом требуют дальнейших 
исследований автоматический выбор конфигу-
рации, ее применение для улучшенного высо-
коскоростного полета и оптимальный выбор 
механических конструкций таких устройств. 

Нейросетевое решение для изменения кон-
фигурации ТД, обеспечивающее его передви-
жение между препятствиями, найдено в работе 
[23]. Здесь рассмотрены задачи, в которых ро-
бот должен пройти между двумя параллельны-
ми препятствиями в виде пластин, предложен 
способ формирования обучающей выборки, 
структуры нейросети и процесса обучения. 

При использовании квазистатических тра-
екторий (в каждом узле которых ТД находится 
в состоянии статического равновесия) в про-
странстве конфигураций предложенный пре-
диктор способен предсказывать как конфигу-
рацию ТС, так и желаемые длины покоя приво-
димых в действие эластичных элементов, что 
можно рассматривать в качестве команд для 
систем управления низкого уровня. 

 
Описание проблемы. Пусть задана карта ,  
определенная как объединение политопов ,iH  
описываемых линейными уравнениями 

{ : }.i i iH x A x b   Пусть ТД определяется набо-
ром узлов (точек, в которых тросы ТС при-
креплены к стержням), положение которых от-
носительно центра масс ТД обозначим как q

jp  
(q — номер конфигурации из ее базы данных), а 
положение центра масс в момент времени kt  — 
как kx  (k = 1, …, N). 

Поставим следующую задачу: найти после-
довательность равномерно распределенных по-
ложений центров масс kx  из начальной точ-
ки sx  к конечной ,fx  таких что   ( ):k q k  

.q
k jx p   Ее можно решить как оптимизаци-

онную выпуклую задачу с линейными неравен-
ствами, как показано в работе [1]. Рассмотрим, 
как число шагов в траектории N определяет 
число итераций и время, затраченное на реше-
ние задачи. 

 
Описание метода исследования. Исследуем 
подход, основанный на описании геометриче-
ских характеристик ТС через накрывающие эл-
липсоиды [1]. 

Указанный подход заключается в следую-
щем. Установив соответствие между накрыва-
ющими эллипсоидами и конфигурациями ТС, 
планируют последовательность деформаций 
эллипсоидов на заданной карте и осуществля-
ют переход к плану в конфигурационном про-
странстве ТС. Для определения соответствия 
между заданной конфигурацией ТС и эллип-
соидом находят соответствующий ей внешний 
эллипсоид Левнера — Джона (outer Löwner — 
John ellipsoid) с помощью одной SDP-про-
граммы. 

Для определения ближайшей к заданному 
эллипсоиду конфигурации используют таблич-
ный метод: формируют базу данных конфигу-
раций ТС без учета таковых с провисанием тро-
сов или с касающимися друг друга стойками. 
Для каждой конфигурации определяют соот-
ветствующий ей внешний эллипсоид. При со-
здании базы данных в нее записывают разло-
жение матрицы эллипсоида по собственному 
базису и норму вектора изменений управляе-
мых длин упругих элементов структуры, при-
ведших ее к заданной конфигурации. 

Изменения отсчитывают от некоторых за-
данных предпочтительных значений, которые 
могут соответствовать центру интервалов воз-
можных управляемых длин. Тогда для опреде-
ления степени соответствия конфигурации ТС 
заданному эллипсоиду вычисляют произведе-
ние обратной матрицы этого эллипсоида, соб-
ственного базиса и диагональной матрицы соб-
ственных чисел обратной матрицы накрыва-
ющего эллипсоида данной конфигурации. 

Затем нормы столбцов полученной матрицы 
подставляют в барьерную функцию, таким об-
разом проверяя вхождение получаемой конфи-
гурации (заданной накрывающим эллипсои-
дом) в  желаемый эллипсоид. После добавления 
к полученному результату нормы вектора из-
менений управляемых длин упругих элементов 
оценивают близость конфигурации к заданно-
му эллипсоиду. 

Столь сложная процедура предложена для 
экономии вычислительных ресурсов, что поз-
воляет не только минимизировать объем рас-
четов на этапе сопоставления эллипсоидов и 
конфигураций, но и распараллелить процесс 
вычислений. Единственной последовательной 
операцией в процессе является поиск миниму-
ма в массиве полученных оценок. 

Для планирования последовательности де-
формаций предложен способ, основанный на 
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поиске вписанных эллипсоидов Левнера — 
Джона, что требует решения единственной 
SDP-задачи и представления свободного от 
препятствий пространства как объединения 
выпуклых многогранников. Для этой цели 
можно использовать многочисленные извест-
ные алгоритмы, в частности разработанный в 
MIT алгоритм IRIS [24] или метод стереографи-
ческих проекций [25]. 

Планирование пути ТД на объединении ко-
нечного числа выпуклых многогранников сво-
дится к целочисленной выпуклой задаче 
(Mixed-Integer Convex Programming) с исполь-
зованием метода Big-M. Такую задачу можно 
решить с помощью целочисленных решателей 
(solvers — специализированных программных 
библиотек для решения задач выпуклого про-
граммирования). 

 
Результаты исследований. Для проверки пред-
ложенного алгоритма и анализа его численных 
свойств выполнены численные исследования. В 
качестве объекта исследования рассмотрена ТС 
с шестью стержнями, известная как Sixbar-
тенсегрити. Будем использовать параметры мо-
дели ТС, приведенные в таблице. 

Параметры модели ТС 
Параметр Значение 

Число узлов ТС 12 
Число стержней ТС 6 
Число тросов 24 
Длина стержня, м 0,5 
Длина троса, м 0,25 
Число конфигураций в базе данных 1000 

 
Эксперименты состояли из двух частей: в 

первой рассматривали, имеет ли поставленная 
задача решение, во второй исследовали влия-
ние геометрических характеристик простран-
ства   на числовые свойства метода, решая 
набор задач с немного различающимися фор-
мами .  

 
SDP-планировщик пути ТД. Рассмотрим пер-
вый эксперимент: даны две комнаты лабиринта 
R1 и R2, соединенные тремя узкими наклонны-
ми шахтами 1–3 (рис. 1, а), образующими угол 
θ = 30° (рис. 1, б). 

Задача заключалась в том, чтобы пройти от 
начальной точки в комнате R1 до конечной 

      
Рис. 1. Схемы пространственного (а) и плоского (б) отображения двухкомнатного лабиринта  

с тремя шахтами 

      
Рис. 2. Результаты решения задачи планирования траектории ТД: 

а — найденные вписанные эллипсоиды; б — поставленные им в соответствие накрывающие эллипсоиды  
из базы данных 
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точки в комнате R2 с использованием функции 
деформации и SDP-планировщика пути. Для 
формулировки задачи использован CVX, а для 
ее решения — SDPT3 4.0. В эксперименте полу-
чено 373 ограничения в виде равенств и 
1148 переменных. 

Результаты решения задачи планирования 
траектории ТД приведены на рис. 2, где показа-
ны найденные вписанные эллипсоиды и по-
ставленные им в соответствие накрывающие 
эллипсоиды из базы данных. Полученное реше-
ние потребовало 1,27 с с разрывом (relative gap) 
9,06∙10–9, что указывает на возможность ис-
пользования метода для планирования пути в 
реальном времени. 

 
Влияние геометрических свойств простран-
ства, свободного от препятствий, на объем 
вычислений, необходимых для поиска реше-
ния. Во втором эксперименте рассматривали 
такой же двухкомнатный лабиринт с тремя 
шахтами (см. рис. 1), для пятнадцати интерва-
лов угла θ, сформированных как [ 2, 2],   c c  
где центры интервалов задавали в виде 

{ 83 , 78 , 73 , ..., 13 }.         c  Угол изгиба 
выбирался случайно с равномерным распреде-
лением ( 2, 2)     i c cU  со стандартной 
ошибкой угла, равной 2. 

Для каждого интервала проводили 100 экс-
периментов и вычисляли средние значения ко-
личества переменных ( ),   числа итера-
ций ( )n  и процессорного времени ( ).t   Стан-
дартную ошибку определяли по формуле 

 , e N  

где   — стандартное отклонение; N  — коли-
чество выборок. 

После проведения экспериментов были ис-
ключены результаты, отличающиеся от средне-
го значения более чем на три стандартных от-
клонения. Это сделано с целью определения 
количества переменных υ (рис. 3, а), числа ите-
раций n (рис. 3, б) и процессорного времени t 
(рис. 3, в) как функций угла θ с учетом возни-
кающих погрешностей. 

Анализ полученных графиков позволяет 
сделать следующие выводы: 

• решатель достиг решения задачи, т. е. они 
допустимы; 

• количество переменных зависит от угла θ; 
• на сложность, определяемую числом ите-

раций, влияет угол θ; 

• процессорное время практически не зави-
сит от угла θ; 

• при проектировании траектории ТД в ла-
биринте необходимо искать оптимальный  

 

 

 
Рис. 3. Зависимости количества переменных υ (а), 

числа итераций n (б) и процессорного времени t (в) 
от угла θ 
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интервал углов, в котором будут наблюдаться 
меньшие количество переменных и число ите-
раций, что приведет к вычислительной эффек-
тивности алгоритма; 

• угол θ не влияет на реализуемость задачи 
построения траектории ТД в лабиринте, но 
оказывает существенное влияние на количество 
переменных и сложность алгоритма. 

Выводы 
1. Предложен оригинальный подход к пла-

нированию траектории ТД, базирующийся на 
описании геометрических характеристик ТС 
через накрывающие объемы в форме эллип-
соидов. 

2. Проведены численные эксперименты, 
подтверждающие работоспособность предло-
женного алгоритма. С помощью SDP-програм-
мирования решена задача обнаружения после-
довательности конфигураций деформируемых 
ТД как последовательности деформаций ис-
ходной формы. Эксперименты проведены пу-
тем изменения угла θ лабиринта. 

3. Анализ результатов экспериментов по 
влиянию нетопологических воздействий на 
производительность предложенного алгоритма 
путем изменения угла θ показал, что последний 
не влияет на реализуемость задачи планирова-
ния траектории ТД, но оказывает существенное 
влияние на процессорное время, количество 
переменных и число итераций. 
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