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Рассмотрена задача о совместном переносе груза парой манипуляторов. В соответ-
ствии с парадигмой податливого управления предложено решение, включающее в се-
бя силовую обратную связь, противодействую нарастанию усилий в системе груз — 
манипулятор. С помощью тензорного представления и винтового исчисления одно-
мерная задача обобщена на многомерный случай. Построена компьютерная модель 
исследуемой системы, и проведены вычислительные эксперименты с применением 
пакета робототехнической симуляции Gazebo. Полученные результаты подтверждают 
перспективность позиционно-силового подхода к решению задач группового управ-
ления. 
Ключевые слова: групповое управление, система управления манипулятором, тен-
зорное представление, позиционно-силовое управление, винтовое исчисление 

The paper considers problem of joint cargo transfer by a pair of manipulators. In accord-
ance with the compliant control paradigm, a solution is proposed that includes the force 
feedback counteracting the increase in forces in the load-manipulator system. Using tensor 
representation and screw calculus, the one-dimensional problem is generalized to the mul-
tidimensional case. Computer model of the system under study was built and computational 
experiments were carried out using the Gazebo robotic simulation package. The results ob-
tained confirm the prospects of the position force approach to solving the group control 
problems. 
Keywords: group control, manipulator control system, tensor representation, position force 
control, screw calculus 

Совместное перемещение объектов группой 
манипуляторов представляет интерес, так как 
открывает пути к решению других практически 
важных задач. Помимо расширения возможно-

стей роботов, работающих на конвейерах в ав-
томобильной, химической и кулинарной про-
мышленностях, эта тема связана с антропо-
морфной робототехникой и другими перспек-
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тивными задачами группового управления, 
например, с построением группы оснащенных 
манипуляторами роботов, выполняющих сов-
местные работы вне оборудованных поме-
щений. 

Для схемы совместного манипулирования 
необходимо обеспечить согласованное взаимо-
действие исполнительных механизмов, иначе 
может произойти выход усилий за рабочие ре-
жимы с последующим разрушением груза или 
поддерживающего механизма. Вместе с тем 
биологические объекты, в частности человек, 
без особого труда решают задачу совместного 
манипулирования как при единоличной дея-
тельности, так и при совместной. Можно пред-
положить, что в основе этого феномена лежит 
грамотное использование биологическими ор-
ганизмами силовой обратной связи. 

Цель работы — создание методики позици-
онно-силового управления для повышения эф-
фективности системы исполнительных меха-
низмов и/или группового взаимодействия ро-
ботов-манипуляторов. 

В работах, посвященных групповому управ-
лению, большое внимание уделено построению 
траекторий движения отдельных роботов в со-
ставе группы. Часто эту задачу решают путем 
задания системы координат группы и поддер-
жания заданного относительного положения 
роботов или манипуляторов внутри такой си-
стемы координат [1, 2]. 

Силовые обратные связи исследуют в кон-
тексте работ по телеуправлению, в частности [3, 
4]. В этой задаче оператор должен обеспечить 
иллюзию тактильного контакта и не допустить 
применением манипулятором чрезмерных уси-
лий. 

Предлагаемое в настоящей статье техниче-
ское решение, предполагающее введение кон-
тура силовой обратной связи, также исследова-
но в работах по податливому/импендансному 
управлению [5] и в публикациях по позицион-
но-силовому управлению, подробное изложе-
ние вопросов которого дано в книге [6]. В ос-
новном исследования затронули вопросы пове-
дения одного манипулятора, его устойчивости 
и жесткости. 

В связи с этим уделим больше внимания во-
просу, почему такое управление позволяет сов-
местно работать группе манипуляторов. 

Рассматриваемая задача управления парой 
манипуляторов и ее решение введением в закон 
управления слагаемого, отвечающего за пере-

мещение в направлении минимизации сил и 
моментов, уже исследовалась в трудах других 
авторов, например [7]. Решение предполагало 
наличие ведущего манипулятора и работающе-
го «на подхвате» ведомого. Силовую обратную 
связь вводили только в систему управления ве-
домого манипулятора, в отличие от решения, 
предлагаемого в настоящей работе. 

Практически важным направлением иссле-
дования, смежным с рассматриваемой темой, 
являются параллельные исполнительные меха-
низмы. Исследованиям этой темы посвящены 
труды [8, 9] и ранее упомянутые работы по по-
зиционно-силовому управлению. 

Альтернативным к подходу, базирующемуся 
на преобразовании сигналов, является управ-
ление подвижными объектами через решение 
обратной задачи динамики. Подход получил 
существенное развитие вследствие значитель-
ного роста возможностей вычислительной тех-
ники в последние десять–двадцать лет. 

Управление схватами двурукого робота на 
основе решения обратной задачи динамики ис-
следовано в книге [10]. Совершенствование 
датчиков и алгоритмов оценки окружающего 
мира дают дополнительные возможности к 
комбинированию этих методов с кажущимся 
перспективным нейросетевым подходом. При-
мером работы по этой теме может служить [11]. 

Фундаментальным трудом по управлению 
роботами-манипуляторами является книга [12], 
которая важна в связи с тем, что в ней изложен 
метод однородных координат, применяемый 
при составлении структурной схемы простран-
ственной задачи. В целях сокращения струк-
турной сложности алгоритмов управления по-
ложением объектов в геометрическом про-
странстве лежащие в основе соотношения 
записаны в тензорном виде. Вопросы компакт-
ной записи геометрических соотношений ис-
следованы в публикациях [12–14]. 

Рассмотрим одномерную задачу совместно-
го переноса груза парой манипуляторов 
(рис. 1). Пусть груз выведен из положения 
уставки. Задача манипуляторов состоит в том, 
чтобы вернуть груз в целевое положение. Ма-
нипуляторы, управляемыми независимыми 
системами управления, имеют датчики, позво-
ляющие отслеживать текущую координату x 
положения груза. Управление происходит за-
данием скоростей выходных звеньев 1y  и 2 .y  
Пружины введены в качестве модели конеч-
ной жесткости связи груз — манипулятор. 
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Уравнение движения груза имеет вид 

 2 1,mx Dx F F     

где m  — масса груза; D  — коэффициент вяз-
кого трения. 

Пренебрегая слагаемым вязкого трения ,Dx  
проведем линеаризацию, получив уравнение 
движения 

    2 1 2 1m x F F k y x k y x            

  1 2 ,  k r r  (1) 

где x  и 1,y  2y  — отклонение положений 
груза и выходных звеньев от исходного режи-
ма; k — коэффициент упругости; 1r  и 2r  — 
отклонения относительных положения захва-
тов в системе координат груза от исходного 
режима. 

При введении тривиального закона управ-
ления 1 ,y x    2  y x  (где   — коэф-
фициент усиления обратной связи по положе-
нию) проблема схемы, показанной на рис. 1, 
будет состоять в наличии не одного, а множества 
положений равновесия 1 2 равнF F F   равн(F  — 
силовой параметр равновесного режима), т. е. 
статической неопределимости этой задачи. 

При условии устойчивости систем управле-
ния манипуляторов фазовые траектории си-
стемы будут сходиться в область равновесных 
режимов. Однако поскольку эта область про-
тяженная и не является точкой, из-за шумовых 
отклонений установившийся режим будет вы-
глядеть как хаотическое смещение точки по 
непрерывному множеству положений равнове-
сия, что может приводить к непредсказуемому 
поведению графиков 1( )F t  и 2( ).F t  

Для ограничения зоны допустимых реше-
ний и недопущения чрезмерного нарастания 
усилий введем силовую обратную связь, пока-

занную на структурной схеме одномерной си-
стемы (рис. 2) пунктирными линиями. Цен-
тральная цепь отвечает динамике груза, верх-
няя и нижняя цепи — логике работы системы 
управления манипулятора. 

Для скоростей выходных звеньев запишем 

  1 1 1 ;y x F x k y x          (2) 

  2 2 2 ,y x F x k y x          (3) 

где   — коэффициент усиления обратной си-
ловой связи. 

Такой закон соответствует принципу «ухода 
по силе». Манипулятор будет стремиться ото-
двинуться от источника давящей на него силы 
настолько, насколько позволяет уставка по по-
ложению перемещаемого груза. Взвешенная 
сумма сигналов обратной связи по силе и по-
ложению груза реализует физически допусти-
мый установившийся режим. 

Могут существовать разные подходы к 
практической реализации этого принципа. 
Концепция податливого управления допускает 
задание уставки на положения 1r  и 2r  внутри 
груза в его собственной системе координат [5]. 
Очевидно, что такая уставка никогда не будет 
достигнута, но при этом создается прижимное 
усилие, препятствующее выскальзыванию гру-
за. Другой вариант, предполагающий введение 
уставки на усилие, несколько хуже поддается 
формализации, но дает более предсказуемый 
силовой режим. 

 
Рис. 1. Схема постановки одномерной задачи 

совместного переноса груза  
парой манипуляторов: 

x  и 1,y  2y  — положение груза и выходных звеньев 
первого и второго манипуляторов соответственно;  

1F  и 2F  — силы взаимодействия в системах груз — 
первый манипулятор и груз — второй манипулятор 
 

 
Рис. 2. Структурная схема одномерной системы  

(s — оператор Лапласа) 
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Статическая ошибка. Учет гравитации и про-
чих внешних усилий. Усложним расчетную 
схему, добавив постоянно действующую силу — 
гравитацию, разместив груз на наклонной 
платформе (рис. 3). 

Запишем условие равновесия, вытекающее 
из законов (1)–(3): 

 1 2 вн0 ;    k r k r F  

 10 ;   x k r  

     20 ,x k r  

где внF  — внешняя сила. 
Отсюда получаем 

 вн sin ,
2 2

      
 

s
mgFx e  

где se  — статическая ошибка, возникающая 
при использовании пропорционального закона 
управления. 

Статическая ошибка возникает вследствие 
того, что манипулятор податлив не только к си-
лам упругости груза, но и к любой внешней или 
внутренней силе. Компенсация ошибки требует 
введения дополнительных мер, например инте-
грирующих звеньев в закон управления. 

 
Модельный объект. В качестве объекта иссле-
дования выберем упрощенную модель про-
мышленного манипулятора, характеризуемого 
простой кинематической цепью роторных зве-
ньев и реализующего плоское движение. 

Типовая конструкция манипулятора предпо-
лагает использование сервоприводов: по одному 
на каждую кинематическую пару механизма. 
Учитывая высокие эксплуатационные качества 
современных исполнительных систем в плане 
надежности и точности позиционирования, а 
также отсутствие механических люфтов в силу 
специфики нагруженной собственной тяжестью 
конструкции, считаем возможным создавать 

сервоприводами манипуляторов необходимые 
угловые скорости в широких пределах. 

Для замыкания контура силовой обратной 
связи робот должен быть обеспечен тензодат-
чиком в сочленении выходного звена манипу-
лятора. В работе [5] указано, что для реализа-
ции алгоритмов позиционно-силового управ-
ления существует распространенная практика 
восстановления силовых сигналов не примене-
нием тензодатчиков, а анализом измерений си-
лы тока в сочленениях манипулятора. Такой 
подход может обеспечивать меньшую точность, 
чем установка тензодатчиков, однако не требу-
ет внесения изменений в конструкцию. 

В собственной системе координат выходно-
го звена манипулятора пара линейной   и уг-
ловой   скоростей выходного звена имеет вид 
скалярного произведения вектора приведенных 
векторов чувствительности w q( )

k  и вектора 
обобщенных скоростей отдельных звеньев ма-
нипулятора: 

 



 
 

 
 

1
( ) ;

N
k k

k
qw q




 

 
R q w

w q
R q w r q

( )
( ) ,

( ) ( )
  

    

k k
k

k k k
  

где wk  — вектор чувствительности роторного 
k-го звена, являющийся константой; kq  — 
обобщенная скорость k-го звена; Rk  и rk  — 
текущие матрица поворота и вектор сдвига 
выходного звена относительно k-го звена; N – 
количество обобщенных координат манипуля-
тора. 

Задав желаемое управление в виде желаемых 
линейной   и угловой   скоростей выходно-
го звена и рассчитав на каждой итерации алго-
ритма управления матрицу чувствительности 
кинематической системы w w w1 2[ ... ]  

N  , 
можно сформировать систему линейных алгеб-
раических уравнений (СЛАУ) [12], решение ко-
торой позволит получить вектор желаемых 
обобщенных скоростей q : 

 q qT[ ] ( ) ,        (4) 

Вопрос решения СЛАУ (4) и учет возможных 
сингулярных режимов лежит за рамками насто-
ящей статьи. Далее будем считать, что задача 
управления выходной скоростью манипулятора 
решена и выполняется выделенной системой 
управления, подчиненной системе верхнего 
уровня, исследование которой проведем далее. 
Рассмотрим схему постановки многомерной за-

 
Рис. 3. Схема постановки одномерной задачи 

совместного переноса груза парой манипуляторов 
при наличии внешней силы: 

mg — сила тяжести груза;  — угол наклона платформы 
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дачи совместного переноса груза парой манипу-
ляторов, показанную на рис. 4. 

Груз массой m удерживается двумя манипу-
ляторами, действующими на него с силами 1F   
и 2.F  Если манипуляторы имеют средства угло-
вого закрепления, то в схеме появятся моменты 
сил. 

Для переноса груза по траектории скорости 
манипуляторов должны быть кинематически 
согласованы с желаемой скоростью груза. 
Уравнение кинематического согласования пе-
ремещений можно записать как 

 Y XQ , i i   (5) 

где Yi  — тензор положения i-го манипулятора; 
X  — тензор положения груза; Qi  — тензор 
относительного положения i-го манипулятора. 

Под тензором положения будем понимать 
тензор проективного пространства, т. е. про-
странства, дополненного четвертой — масштаб-
ной — координатой. Использование таких объ-
ектов является частью метода однородных коор-
динат, аппарата проективной геометрии [12]. 

Тензор положения размера 44 имеет вид 

 
R r

P
0 1

,
 

  
 

 

где R  — тензор поворота размера 33; r  — 
вектор сдвига размера 31; 0 — нулевой вектор 
размера 13; 1  — скаляр. 

Метод однородных координат широко ис-
пользуют в геометрическом моделировании, 
компьютерной графике [15] и робототехнике 
для расчета положений. Применение его для 
записи уравнений движения не является обще-
принятым, однако такой формализм удобен, 
так как позволяет строить формальные струк-
турные схемы систем управления, что позволя-

ет давать наглядное описание алгоритмов 
управления положением в пространстве [14]. 

Структурная схема многомерной системы 
(рис. 5) получена переносом структурной схе-
мы, показанной на рис. 2, в трехмерное про-
странство с некоторыми доработками.  

Утолщенными линиями на схеме изображе-
ны сигналы, выраженные тензорами положений. 
Сигналы, обозначенные тонкими линиями, со-
ответствуют парам векторов, отвечающих за уг-
ловую и линейную части, которые, используя 
терминологию винтового исчисления, будем 
называть винтами [16]. Квадратный «сумматор» 
обозначает операцию умножения инвертиро-
ванного черного сигнала на белый. Круглый 
сумматор действует по обычным правилам. 

Нижняя цепь схемы отвечает упрощенным 
уравнениям динамики груза. Их упрощение 
обосновано малыми угловыми скоростями, 
возникающими в задаче. Здесь обозначены сле-
дующие параметры: Fт  — сила тяжести груза; 
X  и v  — тензор положения и винт скорости 
груза; Xжел  — уставка на положение груза, яв-
ляющаяся функцией времени; регW  — регуля-
тор, вырабатывающий винт уставки скорости 
груза; J 1  — обратный тензор инерции. 

Верхняя цепь схемы отражает динамику си-
стемы управления одного манипулятора (схема 

 
Рис. 4. Схема постановки многомерной задачи 

совместного переноса груза парой манипуляторов: 
X  и Y1,  Y2  — тензор положения груза и выходных 

звеньев первого и второго манипуляторов соответственно 
 

 
Рис. 5. Структурная схема многомерной системы 
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для другого манипулятора на рис. 5 не показа-
на). Здесь обозначены следующие параметры: 
Qi  — тензор относительного положения i-го 
манипулятора в системе координат груза, при-
нятый константой в первом приближении; Yi   
и ui  — тензор положения и винт скорости  
выходного звена i-го манипулятора; Y

i  — 
нейтральное положение, в котором манипуля-
тор не испытывает силы упругости со стороны 
груза, но и не удален от него; k — матричный 
коэффициент упругости; испW  — оператор, 
учитывающий поведение системы управления 
манипуляторами, являющийся линейным в 
первом приближении; Fi  — сила воздействия  
i-го манипулятора на груз. 

На входе верхней цепи условно показано, что 
винт желаемой скорости (twist) v жел  подвергает-
ся преобразованию переноса по известному за-
кону для винтов скорости Q[ ] .i tw  На выходе 
верхней цепи условно показано, что винт силы 
(wrench) подвергается обратному переносу по 
закону для винтов силы Q[ ] .i wr  Силовые винты 
всех манипуляторов суммируются. 

Введенный оператор scr — это функция пре-
образования тензора положения в винт поло-
жения. Оператор tns выполняет обратное опе-
ратору scr преобразование и необходимые пре-
образования систем координат. Символ [] при 
коэффициенте обозначает умножение входного 
сигнала на коэффициент слева. Тензор Qi  
умножается слева на сигнал положения из ки-
нематических соображений (5). 

Отдельного пояснения требует интегральное 
преобразование 

  X v X( ) tns ( ) ( ) . t t t dt   (6) 

Выражение (6) получают путем обращения 
операции дифференцирования тензора поло-
жения: 

 

tns( ) ,

   
     

  

   
    
   

ΩR Ωr rR r
X

0 10 1

Ω r R r
v X

0 1 0 1

 


 

где Ω  — тензор спина. 
Дифференцирование тензоров поворота и 

спина описано в фундаментальном труде [17]. 
Приведенная схема верхнего уровня систе-

мы управления строга, в меру лаконична и до-
статочна для разработки реализующего ее про-
граммного обеспечения, а также допускает 

строгое формальное проецирование на оси с 
целью анализа устойчивости. Отличие ее от 
классических структурных схем заключается в 
использовании комплексных линейно-угловых 
сигналов. 

Интерес к методу построения схем такого 
рода вызывает возможность их применения в 
широком спектре физико-геометрических задач 
в отношении систем многих тел, и благодаря 
использованию аппарата однородных коорди-
нат, широко распространенному в системах 
технического зрения, в возможности интегра-
ции с датчиками визуального наблюдения. Ме-
тод требует отдельного обсуждения и выглядит 
достаточно интересным, чтобы его исследова-
ние было продолжено в дальнейших работах. 

Для проверки теоретических результатов в 
робототехническом симуляторе Gazebo прове-
ден вычислительный эксперимент по выполне-
нию плоской задачи манипулирования грузом 
(рис. 6). В схеме установки угловая часть выра-
жения (5) в силу выбранной формы захвата 
проигнорирована, что соответствует обнуле-
нию угловой скорости желаемого управления 
положением Y i  при подстановке его компонент 
в уравнение (4). 

В эксперименте перед двумя манипулятора-
ми поставили задачу переместить груз по плос-
кой прямоугольной траектории, т. е. проверить 
работу алгоритма в частном двумерном случае. 
Для компенсации статической ошибки в регу-
лятор регW  схемы введено интегрирующее зве-
но, что придало ей вид передаточной функции 
пропорционально-интегрирующего регулятора. 
В соответствии с оговоренной концепцией по-
датливого управления уставка положения ма-
нипуляторов внесена внутрь груза и недости-
жима для них. 

 
Рис. 6. Модель манипулирования грузом  

в вычислительном эксперименте 
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По результатам эксперимента теоретически 
предсказанное поведение удалось подтвердить. 
Несмотря на исходную неустойчивость системы, 
добавление силовой обратной связи помогло 
манипуляторам справиться с задачей. При этом 
поведение модели, как и ожидалось, достаточно 
сильно зависело от выбранного коэффициента 

.  При повышении коэффициента   уровень 
усилий, приложенных к грузу, снижался, а по-
датливость внешним силам возрастала. 

Начиная с некоторого уровня ,  манипуля-
тор вследствие введенных ограничений на до-
пустимые уровни сигналов, становился на-
столько податлив внешней силе, что ложился 
на землю и терял способность выполнить зада-
чу. Понижение коэффициента   приводило к 
увеличению сжимающих груз усилий и уровня 
силового шума. При устремлении коэффициен-
та   к нулю система демонстрирует потерю 
устойчивости. 

Небольшой интервал времени, отражающий 
характерное поведение модуля силы одного из 
манипуляторов и модуля невязки положения, 
приведены на рис. 7. Характерный горб на гра-
фике положения объясняется тем, что к момен-
ту начала данного интервала не успел закон-
читься переходный процесс после очередной 

смены направления движения груза. Зависи-
мость времени переходного процесса от коэф-
фициента   является особенностью, выявлен-
ной в эксперименте. 

С одной стороны, высокочастотный силовой 
шум объясняется избыточной жесткостью мо-
дельной системы груз — манипулятор, а с дру-
гой, — ставит вопрос о необходимости демп-
фирования в конструкции захватов манипуля-
тора и внутри самой схемы управления. 
Способы такого демпфирования исследуются. 

 
Обобщение результатов для групп манипуля-
торов. Несложно заметить, что схема, приве-
денная на рис. 5, никак не меняется при увели-
чении количества манипуляторов. Уравнение 
статического равновесия неподвижного груза 
можно записать как 

 F Fтяж
1

0 ,


 
N

i
i

 

где Fтяж  и Fi  — винт силы тяжести и силы i-го 
манипулятора; N — количество манипуляторов. 

Для 2,N  как и для 2,N  имеем те же са-
мые проблемы хаотического перемещения фа-
зового состояния системы по множеству воз-
можных положений равновесия. Наложение 

 

 
Рис. 7. Зависимости модуля силы, приложенной к грузу манипулятором, | |f  (а) и ошибки 

позиционирования груза | |e  (б) от времени t при коэффициенте усиления  
силовой обратной связи   1 (слева) и 10 (справа) 
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силовых обратных связей на каждый из мани-
пуляторов ограничит хаотическое движение 
фазового состояния точно так же, как и для 
двумерного случая. 

Вывод 
Проведенный анализ и вычислительный 

эксперимент показали, что проблема силовых 

невязок, возникающая при решении задач 
группами манипуляторов, естественным обра-
зом разрешается при добавлении силовой об-
ратной связи в систему, что соответствует су-
ществующей концепции податливого управле-
ния. Возникающую статическую ошибку 
позиционирования груза устраняют методами 
классической теории управления.  
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