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Рассмотрена обобщенная задача динамического уравновешивания машин и меха-
низмов в части обеспечения заданных законов изменения реакций в выбранных 
связях. Использовано представление уравнений динамики механических систем в 
форме дифференциально-алгебраических уравнений, позволяющее получать мате-
матические модели динамики нелинейных механических систем с произвольной 
структурой кинематических и силовых связей. При таком подходе реакции связей 
определяются алгебраическими уравнениями от координат системы. Решение зада-
чи основано на изменении выбранных реакций связей вследствие воздействия на 
реакции в других выделенных связях путем добавления в уравнения последних не-
стационарных членов. Показаны условия строгого решения задачи оптимального 
управления для механической системы при интегральном критерии качества, не со-
держащем явно функции управления. Метод ориентирован на численные модели 
механических систем, широко используемых в программах динамического анализа 
связанных систем тел. Приведены тестовые примеры для манипулятора, антропо-
морфного робота и управляемой подвески транспортной машины. Метод реализо-
ван в программном комплексе моделирования динамики управляемого движения 
связанных систем тел. 
Ключевые слова: динамика машин, динамическое уравновешивание, зооморфные 
роботы, оптимальное управление, нелинейные системы 

The paper considers the generalized problem of the machines and mechanisms dynamic 
balance in terms of ensuring the given laws of altering reactions in the selected links. Rep-
resentation of equations of the mechanical systems dynamics in the form of differential 
algebraic equations was used making it possible to obtain mathematical models of the 
nonlinear mechanical systems dynamics with the arbitrary structure of kinematic and 
force connections. With this approach, the constraint reactions are determined by alge-
braic equations from the system coordinates. The problem solution is based on changing 
the bonds selected reactions due to the impact on reactions in the other selected bonds by 
adding non-stationary terms to the selected bonds equation. Conditions for rigorous solu-
tion of the optimal control problem for a mechanical system are shown for the integral 
quality criterion not explicitly containing the control functions. The method is aimed at 
numerical models of the mechanical systems widely used in the programs for dynamic 
analysis of the coupled systems of bodies. Test examples are provided for manipulator, 
anthropomorphic robot and controlled suspension of a transport vehicle. The method 
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was realized in the software package for simulating the controlled motion dynamics of the 
coupled systems of bodies. 
Keywords: machine dynamics, dynamic balance, zoomorphic robots, optimal control, non-
linear systems 

Теоретическое описание. Обеспечение опреде-
ленных значений реакций в связях является 
актуальной задачей динамики машин. К этому 
сведена, например, классическая задача балан-
сировки вращающихся тел [1]. Можно утвер-
ждать, что к указанной задаче в произвольной 
постановке сводится большое количество задач 
робототехники, динамики транспортных ма-
шин и др. Обобщенная задача динамического 
уравновешивания машин и механизмов стави-
лась в работах Ф.М. Диментберга [2]. 

Цель работы — разработка метода получе-
ния заданных законов изменения реакций в 
выбранных связях механических систем произ-
вольной размерности и структуры путем 
управления реакциями в других связях. 

Сформулируем обобщенную задачу динами-
ческого уравновешивания. Рассмотрим уравне-
ния движения механической системы как свя-
занной системы твердых тел [3, 4] 

   



, , ;
( , ) .
  t

t
Mx = f x x
Q x = 0

  (1) 

Здесь M  — матрица инерции; x  — вектор ко-
ординат механической системы размера n ; 
 , , tf x x  — вектор позиционных, диссипатив-

ных и внешних сил; t  — время; ( , )tQ x  — век-
тор уравнений связей размера k n . 

Для численного решения используют систе-
му уравнений (1) в следующем виде [3–6]: 
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где D  — матрица коэффициентов уравнений 
связей размера  ;k n  p  — вектор множителей 
Лагранжа (реакций связей) размера ;k  

( , , ) th x x  — вектор правых частей вторых про-
изводных уравнений связей. 

Второе уравнение системы (2) получено дву-
кратным дифференцированием уравнений свя-
зей по времени. В механических системах мно-
жители Лагранжа имеют физический смысл 
реакций связей. 

Систему дифференциально-алгебраических 
уравнений (2) широко применяют в компью-
терных системах моделирования динамики свя-
занных систем тел [6, 7]. Особенности числен-

ного интегрирования системы (2), обусловлен-
ные обеспечением устойчивости, рассмотрены 
в работе [8]. 

При численном интегрировании системы (2) 
на каждом шаге находят ускорения и множите-
ли Лагранжа из системы линейных алгебраиче-
ских уравнений 

  
    
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Введя соответствующие обозначения, реше-
ние системы (3) можно записать как 

   
 

 
1 ,

x
A b

p
  (4) 

где A  — матрица коэффициентов; b  — матри-
ца правых частей системы (3). 

Поставим обобщенную задачу динамическо-
го уравновешивания следующим образом [9]. 
Пусть в векторе реакций связей p  есть под-
множество реакций 1p  с номерами из множе-
ства 1K , числом 1k , значения которых должны 
принимать заданные величины, описываемые 
некоторыми функциями  ( ),i t   11, 2, ..., ,i k  
или в матричном виде 
  1 ( ).tp φ  

Предположим, что в векторе реакций свя-
зей p  имеется подмножество реакций 2p  с но-
мерами из множества 2K , числом 2k . Их мож-
но варьировать изменением значений неиз-
вестных функций 2 ( ),jh t   21, 2, ..., ,j k  которые 
назовем корректирующими слагаемыми. Мно-
жества номеров реакций 1K  и 2K  не пересека-
ются. Корректирующие слагаемые 2 ( )jh t  обра-
зуют матрицу-столбец 2h  размера 2 .k  

Так как реакции 2p  в общем случае можно 
реализовывать только приводами, считаем 2k  
числом приводов, а 2p  — силами в приводах. С 
учетом выражения (4) и корректирующих сла-
гаемых реакции приобретают вид 

     1
1 21 ( ) ,tp A b h   (5) 

где 1
1A  — соответствующая множеству 1K  

подматрица 1A , состоящая из строк 1,A  но-
мера которых принадлежат 1;K  

2h  — матрица-
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столбец размера  ,n k  в которой не равны ну-
лю только компоненты с номерами из 2 .K  

Введем следующие обозначения: 

   1
10 1 ;p A b    1

21 2 ,A h Ch  

где C  — матрица размера 1 2k k , содержащая 
только столбцы матрицы 1

1A  с номерами 
из 2 .K  

Тогда выражение (5) принимает вид 

  1 10 2( )tp p + Ch .  (6) 

С учетом того, что 1 ( ),tp φ  из выражения 
(6) получаем систему линейных алгебраических 
уравнений для определения 2 ( )th  
   2 10( ) ( ) .t tCh φ p   (7) 

Зная 2( ),th  находим реакции в приводах 
   1

2 22 ( ) ,t  p A b h   (8) 

где 1
2A  — соответствующая множеству 2K  

подматрица 1,A  состоящая из строк 1A , но-
мера которых входят в 2K . 

Введем следующие обозначения: 
   1

20 2 ;p A b    1
22 2 ,  A h Bh  

где B  — матрица размера 2 2k k , содержащая 
только столбцы матрицы 1

2A  с номерами 
из 2K . 

Тогда уравнение (8) можно записать как 
   2 20 2( ).tp p Bh   (9) 

Выражение (7) дает величины изменения 
правых частей уравнений связей, которые 
обеспечивают достижение желаемых значений 
реакций 1.p  Так как 2( )th  влияют на все пере-
менные системы (4), при интегрировании урав-
нений математической модели ускорения и ре-
акции связей определяют из системы c изме-
ненной правой частью 

   1
2( ) .t  
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A b h
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Уравнение (7) имеет единственное решение, 
если 1 2k k  и матрица C  является невырож-
денной. Свойства матрицы C  определяются 
таковыми матрицы .A  Основной причиной 
сингулярности матрицы A  служат избыточные 
связи, т. е. линейно зависимые строки в матри-
це .D  Избыточные связи могут быть присущи 
структуре механизма или введены специально, 
как это имеет место в механизмах параллельной 
структуры. 

В первом случае избыточные связи исклю-
чают путем введения дополнительных степеней 
свободы. Например, в трансмиссиях транс-
портных средств это достигается введением 
дифференциалов, а в строительных конструк-
циях — подвижных роликовых опор. Избыточ-
ные связи также можно исключить путем их 
перевода в податливые — подшипники сколь-
жения в многоопорных валах. 

В случае механизмов параллельной структу-
ры с избыточными связями матрицей 1A  мо-
жет стать матрица псевдоинверсии и др. Если 
это не оговорено, то считается, что квадратная 
матрица A  невырожденная. 

Отметим, что в отдельных случаях, заданных 
значений реакций можно добиться варьирова-
нием матрицы A , в частности ее подматри-
цы M . Такой прием широко применяют при 
балансировке вращающихся твердых тел. 

Случай 1 2k k  является простейшим, боль-
ший интерес представляют случаи 1 2 ,k k  по-
этому рассмотрим их. 

Системы с 1 2k k  принято называть непол-
ноприводными системами, анализ управляемо-
го движения которыми описан в работе [10]. 
В рамках рассматриваемого подхода получить 
содержательное решение для таких систем 
сложно. 

Системы с 2 1k k  принято называть систе-
мами с избыточными приводами. Такие систе-
мы широко распространены, например, в робо-
тотехнике, и их анализ представляется актуаль-
ным. Рассмотрим методы решения линейной 
системы уравнений (7) для этого случая. Мат-
рица системы C  размера 1 2k k  является пря-
моугольной и имеет полный ранг. 

Систему (8) можно привести к системе с 
квадратной матрицей с помощью дополнитель-
ных уравнений. Наиболее просто это можно 
сделать добавлением линейных уравнений, свя-
зывающих корректирующие добавки 2 ,h  т. е. 
привести систему уравнений (7) к виду 

  
   

   
   

10
2

1 1

( )
( ) ,

t
t

C φ p
h

V b
  (10) 

где 1V  — невырожденная матрица произволь-
ных коэффициентов размера  2 1 2( ) ;k k k  1b  — 
матрица-столбец произвольных коэффициен-
тов правых частей. 

Во втором уравнении системы (10) линейно 
независимыми являются только   2 1 1( ) ( 1)k k k  
членов, и матрицу 1V  можно записать как 
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   1 1 ,V E V  

где E  — единичная матрица размера 
  2 1 2 1( ) ( );k k k k  

1V  — матрица произволь-
ных коэффициентов размера  2 1 1( ) .k k k  

Назовем такой способ приведения к един-
ственному решению способом дополнительных 
уравнений для корректирующих добавок. 

Дополнительные уравнения к системе (7) 
также можно сформировать путем наложения 
линейных связей на управляющие силы. Второе 
уравнение системы (10) примет вид 
  1 2 1.V p b  

После подстановки в это выражение уравне-
ния (9) имеем 
   1 2 1 1 20( ) .tV Bh b V p  

Тогда система (10) запишется как 

  
   

      

10
2

1 1 1 20

( )
( )

t
t

C φ p
h

V B b V p
.  (11) 

Назовем систему (11) способом приведения 
к единственному решению дополнительными 
уравнениями для сил в приводах. 

Еще один способ исключения неопределен-
ности решения системы (7) — метод условного 
экстремума. Рассмотрим условия экстремума 
для выражения 
   Т

2 22 ,I p V p   (12) 

где 2V  — диагональная матрица весовых коэф-
фициентов. 

Выражение (12) есть взвешенная сумма 
квадратов сил в приводах. 

Рассмотрим задачу нахождения условного 
экстремума выражения (12) с учетом усло-
вий (7). В этом случае формула (12) примет вид 
      T

2 2 2 102 ( ) ( ) ,I t tp V p Ch φ p λ   (13) 

где λ  — матрица-столбец множителей Лагран-
жа размера 1k . 

Для выражения (13) справедливы условия 
экстремума 

  
 

 2
0

i

I
h

   21, 2, ..., ,i k  

из которых получаем 

  
    
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T
2 211
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.

h bB C
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  (14) 

Здесь 1B  — матрица размера 2 2k k  c элемен-
тами 1lmb    21, 2, ..., ;l k   21, 2, ..., ;m k  21b  — 

матрица-столбец размера 2k  с элементами 21 ;lb  
22b  — матрица-столбец размера 1,k  

   22 10( ) .tb φ p  

Элементы матриц 1B  и 21b  определяются 
выражениями 
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b v b b  
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2
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1
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k
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i
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где 2 ,mmv  2iiv  — диагональные коэффициенты 
матрицы весовых коэффициентов 2V . 

Система линейных уравнений (14), содержа-
щая квадратную матрицу коэффициентов раз-
мера 1 2 ,k k  позволяет получить однозначное 
решение. Метод, основанный на использовании 
(13), будем называть методом условного экстре-
мума со связями в виде уравнений программных 
реакций или методом условного экстремума. 

Указанный метод позволяет учитывать еще 
2 1k k  уравнений связей. В качестве таких свя-

зей можно использовать линейные комбинации 
сил в приводах (9). Выражение (13) в этом слу-
чае запишется как 

       T
2 2 2 102 ( ) ( )I t tp V p Ch φ p λ  

   3 20 2 1( ) .tV p Bh λ  (15) 

Здесь 3V  — матрица весовых коэффициентов 
размера 3 2k k    3 2 1 ;k k k  1λ  — соответ-
ствующий вектор множителей Лагранжа раз-
мера 3k . 

Система линейных уравнений (14) для 
функционала (15) будет иметь вид 

 
    
        
    
    

T T
1 2 212

22

2 1 23

,
B C B h b
C 0 0 λ b
B 0 0 λ b

  (16) 

где 2 3 ;B V B   23 3 20 .b V p  
Метод, основанный на применении выраже-

ния (15) будем называть методом условного 
экстремума со связями в виде сил в приводах. 
При  3 1 2k k k  система (16) распадается на две 
независимых системы, и 2h  однозначно нахо-
дится из второго и третьего уравнений системы 
(16), которые аналогичны системе (11). 

Метод условного экстремума позволяет ис-
пользовать различные выражения в функцио-
нале, например, в выражении (13) силы в при-
водах можно заменить их мгновенными мощ-
ностями. 
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Рассмотрим расчетные примеры использо-
вания предлагаемого метода динамического 
уравновешивания. 

 
Примеры использования предлагаемого ме-
тода. Управление движением шестизвенного 
обратного плоского маятника. Шестизвенный 
обратный плоский маятник можно рассматри-
вать как модель робота-манипулятора с че-
тырьмя избыточными приводами. Синтез 
управления такими роботами-манипуляторами 
является актуальной задачей и широко пред-
ставлен в научной литературе [11–14]. 

Предлагаемый метод позволяет получать 
программные силы в приводах в общем случае. 
Перспективным также представляется исполь-
зование такого подхода для роботов-
манипуляторов с существенной упругостью 
звеньев. 

Расчетная схема шестизвенного обратного 
маятника с плоским движением и параметрами 
 42,n   38k  приведена на рис. 1. 
Кинограмма перемещения шестизвенного 

обратного маятника при управлении двумя 
моментами во втором и четвертом шарнирах, 
найденном из системы (7), показана на рис. 2. 
Шарниры пронумерованы последовательно, 
начиная с основания. Программное движе-
ние — перемещение концевой точки в гори-
зонтальном направлении на 0,9 м за 0,8 с,  
с началом движения в момент времени 0,1 с, 

 1 2 2.k k  Считаем, что второй, третий, пятый 
и шестой шарниры заблокированы — в них 
наложена угловая кинематическая связь — 

угол между смежными звеньями остается по-
стоянным. 

При расчете управления роботом-манипу-
лятором в шести приводах программное дви-
жение заключалось в перемещении концевой 
точки в горизонтальном направлении на 3,5 м 
за 0,8 с, с началом движения в момент времени 
0,1 с  1 2( 2, 6).k k  При разрешении избыточ-
ности приводов с помощью дополнительных 
уравнений для корректирующих добавок (10)  
с единичными весовыми коэффициентами ки-
нограмма перемещения шестизвенного маят-
ника имеет вид, показанный на рис. 3. 

Кинограмма перемещения шестизвенного 
маятника, полученная методом условного экс-
тремума (14), приведена на рис. 4. Весовые ко-
эффициенты в уравнении (14) приняты равны-
ми квадратам угловых скоростей в шарнирах, 
т. е. минимизирована суммарная мгновенная 
мощность в приводах. 

Как видно из рис. 3 и 4, перемещения ше-
стизвенного маятника существенно различают-
ся. В частности, во втором случае достигается 
уменьшение среднего значения момента за счет 
движения части звеньев вниз под действием си-
лы веса. Характерной особенностью варианта 
управления с избыточными приводами является 
то, что после достижения конечной точки про-
граммного движения звенья механизма не оста-
навливаются, а продолжают совершать колеба-
ния, которые имеют тенденцию к нарастанию. 

При использовании метода дополнительных 
уравнений для корректирующих добавок коле-
бания затухают. Такие колебания можно объ-
яснить неустойчивостью системы уравне-
ний (3), которая еще и увеличивается вслед-

 
Рис. 1. Расчетная схема шестизвенного обратного 
маятника с плоским движением (1 — основание) 

 
Рис. 2. Кинограмма перемещения шестизвенного 

маятника при управлении двумя моментами  
в первом и четвертом шарнирах 
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ствие накопления погрешностей в уравнениях 
(8) и (14). Неустойчивость решения уравнений 
(3) хорошо изучена, для стабилизации приме-
няют специальные методы [8]. 

Можно предположить, что совместное ис-
пользование уравнений (3) и (8) приводит к 
возрастанию погрешности уже за счет повыше-
ния суммарной размерности систем уравнений. 
Указанная неустойчивость требует отдельного 
рассмотрения и не входит в задачи настоящей 
работы. 

 
Управление движением пространственного 
андроида. Рассмотрен случай пространствен-
ного движения механической системы на при-
мере андроида. Параметры системы: 150,n  
144.k  Число приводов в конструкции андро-

ида — 21. Выполнены расчеты для варианта с 
восемью управляющими приводами и ограни-
чениями на шесть реакций 1( 6,k  2 8).k  
Управляющие приводы — приводы вращения 
относительно поперечной оси андроида в шар-
нирах плеч, бедер, коленей и стоп — по два на 
каждый тип шарнира. 

Моделировали смещение центра масс (ЦМ) 
робота назад на 2 см за 2 с. Вертикальные реак-

ции и моменты реакций относительно попе-
речной оси приняли неизменными, а горизон-
тальные реакции в стопах вычисляли из гори-
зонтальных сил инерции от движения ЦМ. Так 
как момент реакции задавался неизменным, а 
ее статический момент увеличивался вслед-
ствие смещения ЦМ, это изменение компенси-
ровалось движением звеньев андроида, в част-
ности, вращением рук (рис. 5). 

Такое движение соответствует естественной 
реакции человека при попытке сохранить рав-
новесие, если нет возможности переступать но-
гами. Результаты, приведенные на рис. 5, полу-
чены при разрешении неоднозначности с по-
мощью метода условного экстремума — 
уравнения (14). В качестве весовых коэффици-
ентов выступали квадраты угловых скоростей в 
соответствующих шарнирах. При расчетах с 
одинаковыми единичными весовыми коэффи-
циентами компенсация момента происходила 
только за счет движения туловища. 

Рассмотренные примеры управления много-
звенными механическими системами позволя-
ют сделать вывод о достаточной универсально-
сти метода и применимости его к широкому 
классу механизмов, например, к параллельным 
[15–17]. 

 
Задача оптимального управления подвеской 
автомобиля. В общем виде эта задача заклю-
чается в нахождении управления, минимизи-
рующего некоторый интегральный критерий 
[18–20]. 

 
Рис. 3. Кинограмма перемещения шестизвенного 

маятника при управлении в шести шарнирах, 
полученная методом дополнительных уравнений 

для корректирующих добавок 

 
Рис. 4. Кинограмма перемещения шестизвенного 

маятника при управлении в пяти шарнирах, 
полученная методом условного экстремума 

 

 
Рис. 5. Кинограмма движения андроида  
при смещении ЦМ назад с сохранением  

значения момента реакции в опоре  
относительно поперечной оси 
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С помощью уравнений (7)–(9) можно сфор-
мулировать задачу оптимального управления 
для критерия 

    1
0

,
T

J F dtp   (17) 

где F  — знакопостоянная функция. 
Рассматриваемый метод допускает брать в 

качестве подынтегрального выражения сумму 
выбранных реакций, которым назначены неко-
торые значения. Наиболее простой случай — 
все выбранные реакции равны нулю, что авто-
матически обеспечивает минимизацию (17), и, 
следовательно, строгое решение задачи опти-
мального управления. 

Такой подход можно применять, например, 
для решения задач виброизоляции. При зада-
нии закона движения некоторых точек механи-

ческой системы, подверженной действию воз-
мущения, можно обеспечить выполнение этого 
закона с нулевыми реакциями за счет приводов 
в других звеньях. 

Рассмотрим задачу управления подвеской 
автомобиля для снижения его колебаний от 
воздействия микропрофиля дороги. Существу-
ющие постановки задачи можно найти в рабо-
тах [21–24]. На рис. 6 приведена расчетная схе-
ма математической модели четырехосного ав-
томобиля, с помощью которой смоделировано 
его движение по неровностям дороги, в частно-
сти, переезд автомобиля по треугольной неров-
ности. 

Зависимости вертикального ускорения Az в 
передней части рамы автомобиля от времени t 
при наличии и отсутствии оптимального 
управления показаны на рис. 7. В управляемом 
варианте заданы две связи — нулевые верти-
кальные перемещения в двух симметричных 
точках A1 и А2 в передней части рамы. В каче-
стве приводов использованы моменты М1 и М2 
в двух рычагах передней подвески. Параметры 
системы:  552,n   225,k  1 2,k  2 2.k  

С помощью уравнений (8) определяются 
управляющие моменты в рычагах подвески, 
которые обеспечивают перемещение точек на 
раме с нулевыми реакциями. Ускорения рамы в 
рассматриваемых точках близки к нулю (см. 
рис. 7). Этот случай можно считать примером 
решения задачи оптимального управления с 
критерием оптимизации в виде равенства нулю 
перемещений выбранных точек механической 
системы. 

 
Рис. 7. Зависимости вертикального ускорения Az  

в передней части автомобиля от времени t  
при наличии ( ) и отсутствии ( )  

оптимального управления 

 
Рис. 6. Расчетная схема математической модели четырехосного автомобиля 
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Выводы 

1. Рассмотренный метод обобщенной зада-
чи динамического уравновешивания можно 
считать универсальным теоретическим мето-
дом для решения широкого круг задач управ-
ляемой динамики машин. В частности, задач 
управления роботами-манипуляторами, ан-
тропоморфными и зооморфными роботами, 
гашения колебаний и др. Важной особенно-
стью метода является то, что он базируется на 
численных моделях динамики машин, широко 
применяемых в программах компьютерного 
моделирования динамики механических си-
стем. Метод не имеет принципиальных огра-
ничений по размерности систем и типам не-
линейностей. 

2. Предлагаемый подход при 2 1k k  отно-
сится к вариационным методам решения зада-
чи управления, которые в настоящее время 
приобрели широкое распространение и состав-

ляют основу методов, называемых машинным 
обучением. Формулировка предлагаемого ме-
тода в виде функционалов (13), (15) соответ-
ствует так называемому greedy управлению [25] 
в методах обучения с подкреплением. С такой 
точки зрения рассмотренный метод позволяет 
существенно снизить размерность простран-
ства параметров интерполяционных функций, 
применяемых для описания управления, и, сле-
довательно, повысить вычислительную эффек-
тивность методов машинного обучения. 

3. Отмечена перспективность использования 
предложенного метода в задачах управляемой 
динамики упругих систем тел. 

4. Приведены принципиальные теоретиче-
ские положения метода, отмечены недостат-
ки — неустойчивость решения, присущая всем 
методам моделирования динамики систем с 
замкнутыми циклами, и проблема разрешимо-
сти избыточных связей. Эти вопросы требуют 
дальнейшего изучения. 
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