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Численное моделирование элементов негомогенной среды — одно из актуальных 
направлений в области механики сплошных сред. Наибольшее развитие получили 
подходы, основанные на совместном применении методов неразрушающего контроля 
и численного моделирования. Предложена методика численного моделирования эле-
ментов пористой структуры на основе данных их компьютерной томографии. Расче-
ты проведены методом конечных элементов с использованием восьмиузлового изо-
параметрического конечного элемента сплошной среды с линейной аппроксимацией 
геометрических параметров и поля перемещений. Интегрирование матрицы жестко-
сти каждого конечного элемента выполнено на основе применения весовой функции, 
значения которой соответствовали проницаемости материала в текущем микроэле-
менте объема. Описана методика статического расчета элементов пористой структу-
ры на основе пространственного распределения материала. Моделирование проведе-
но на примере образцов костных органов карликовых свиней. Испытания соответ-
ствовали трехточечному изгибу. Расчетные сетки построены методом фильтрации по 
пороговому значению, устанавливающему долю содержания упругого материала в 
объеме. С помощью численных расчетов определены поле перемещений и напряжен-
но-деформированное состояние костных органов. Достоверность полученных данных 
установлена на основе распределения ошибки энергии по напряжениям. Валидация 
результатов выполнена по данным натурного эксперимента. Относительная погреш-
ность составила 3…10 %, следовательно, моделирование с достаточной степенью до-
стоверности описывает механическое разрушение образца. Предложенная методика 
показала эффективность решения задачи описания поведения элементов негомоген-
ных сред, находящихся под действием внешних нагрузок как в силу высокой произ-
водительности на этапе построения численной модели, так и ввиду исключения необ-
ходимости в точном восстановлении расчетной области образца. 

——————— 
* Исследование выполнено при финансовой поддержке, выделяемой Казанскому федеральному универ-

ситету по государственному заданию в сфере научной деятельности, проект № FZSM-2023-0009. 
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Numerical simulation of the inhomogeneous medium elements appears to be one of the 
current trends in the continuum mechanics. Approaches based on combined application of 
the non-destructive testing and numerical simulation methods were significantly developed. 
The paper proposes a technique for numerical simulation of the porous structure elements 
based on their computer tomography. Calculations were carried out by the finite element 
method using the eight-node isoparametric finite element of the continuous medium with 
linear approximation of the geometric parameters and the displacement field. Stiffness ma-
trix of each finite element was integrated by using the weight function; its values corre-
sponded to the material permeability in the current microelement volume. A static calcula-
tion technique for the porous structure elements is described based on the material spatial 
distribution. Simulation was carried out on the example of samples of the pygmy pigs bone 
organs. The tests corresponded to a three-point bend. Computational grids were construct-
ed by filtering at the threshold value that set fraction of the elastic material content in the 
volume. Numerical calculations made it possible to determine the displacement field and 
the stress-strain state. Data reliability was established on the basis of the energy distribution 
error over the voltages. Results were validated according to the full-scale experiment data. 
The relative error was of 3...10%; therefore, simulation described the sample mechanical de-
struction with sufficient degree of reliability. The proposed technique demonstrated its effi-
ciency in solving the problem of describing behavior of the inhomogeneous media elements 
exposed to the external loads both due to high performance at the numerical model con-
struction stage, and due to excluding the need to accurately restore the sample computa-
tional domain. 
Keywords: inhomogeneous medium, non-destructive testing methods, numerical simula-
tion, computer tomography, porous structures 

Применение методов численного моделирова-
ния образцов негомогенной структуры отно-
сится к наиболее перспективным направлени-
ям. Развитие современных методов получения 
изображений расчетной области расширило 
использование численных методик для матери-
алов с анизотропными свойствами [1–3]. 

Использование данных цифрового прототи-
па позволяет восстанавливать параметры мате-
риала на основе пространственного распреде-
ления его плотности. Подходы, основанные на 
применении данных сканирования, оказывают-
ся востребованными не только при изучении 
многосвязных негомогенных материалов в ме-
ханике композитов [4–7], но и в области био-
медицины [8], так как позволяют проводить 
множественные расчеты образцов, исключая 
необходимость их разрушения. 

В последнем случае актуальность исследова-
ний обусловлена задачами клинической прак-
тики, поскольку изучение поведения объектов 
уникальной структуры в условиях действия 
внешних усилий способно оказать влияние на 
качество проводимого лечения [9–12]. Резуль-
таты оценки напряженно-деформированного 
состояния костных органов используют для 

рассмотрения задач перестройки структуры, 
возникающих в большей степени при проекти-
ровании дизайна пациентоориентированных 
имплантатов [13]. 

Наиболее распространенным подходом к 
описанию механических параметров элемента 
негомогенной среды выступает метод гомоге-
низации. Существует много работ, посвящен-
ных разработке подходов к восстановлению 
осей ортотропии по данным о пространствен-
ном распределении механических свойств. 

К ним относится и метод средней длины пе-
ресечений, предполагающий построение тензо-
ра структуры, устанавливающего усредненное 
направление распределения ортотропных 
свойств [14–16]. Формулировка существующих 
физических соотношений в терминах тензора 
упругости и структуры позволяет проводить 
вычисления с учетом неоднородного распреде-
ления материала в объеме. Недостаток метода 
заключается в необходимости определения 
значений возникающих физических констант, 
что предполагает проведение натурных экспе-
риментов. 

Задача восстановления расчетной области 
на основе соответствующих объемов аппрок-
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симации также требует дальнейшего изучения. 
Метод представительных объемных элементов 
[17–22] требует проведения численных экспе-
риментов на элементе заданного объема. 
Необходимость моделирования каждого мик-
рообъема среды, соответствующего мини-
мальной единице данных сканирования, опре-
деляет наиболее существенный недостаток ме-
тода: решение полученной таким образом 
системы уравнений требует значительных вы-
числений. 

Численное моделирование методом конеч-
ных элементов предполагает установление вза-
имосвязи между сеткой и данными компьютер-
ной томографии. Один из таких методов поз-
воляет определять коэффициенты ослабления в 
узлах сетки согласно заданному закону [23]. 
Другой метод дает возможность учитывать 
анизотропные свойства среды на основе циф-
рового двойника ее исходного элемента [24]. 
Этот метод основан на утверждении, что рас-
пределение материала оказывает больший 
вклад в анизотропию, чем изменение его меха-
нических свойств [25]. 

Рассмотрим метод, базирующийся на пря-
мом учете параметров материала при построе-
нии численной модели. Предполагаем, что на 
уровне микрообъема материал является 
сплошным и изотропным, а анизотропия воз-
никает в силу его неравномерного распределе-
ния в пространстве. Анизотропные свойства 
материала будем учитывать на основе взве-
шенного интегрирования локальной матрицы 
жесткости по данным компьютерной томо-
графии. 

К преимуществам предлагаемого метода от-
носятся эффективность вычислений и слабая 
зависимость результатов относительно способа 
сегментации исходных геометрических пара-
метров образца. 

Цель работы — реализация метода статиче-
ского расчета элементов пористой структуры 
по данным компьютерной томографии на ос-
нове метода конечных элементов. 

Задачами исследования являлись построе-
ние трехмерного восьмиузлового изопарамет-
рического конечного элемента (КЭ) сплошной 
среды с линейной аппроксимацией поля пере-
мещений на основе взвешенного интегрирова-
ния локальной матрицы жесткости по данным 
о проницаемости среды, реализация алгоритма 
восстановления расчетной области на основе 
относительного содержания упругого материа-

ла в объеме каждого КЭ сетки и валидация 
предлагаемого метода путем сопоставления ре-
зультатов численного моделирования с данны-
ми физического испытания. 

 
Материалы и методы. Проведение компьютер-
ной томографии исследуемого объекта предпо-
лагает восстановление значений трехмерного 
массива данных, каждое из которых определяет 
проницаемость среды в микрообъеме (вокселе) 
и может интерпретироваться как усредненное 
значение единицы Хаунсфилда. Сетка, постро-
енная на основе таких значений, представима в 
виде трехмерного изображения. Будем пола-
гать, что линейные размеры каждого вокселя в 
декартовой системе координат соответствуют 
Δx, Δy и Δz. 

Для описания механического поведения си-
стемы будем использовать метод конечных 
элементов. Моделирование негомогенной сре-
ды проведем на основе трехмерного восьми-
узлового изопараметрического КЭ с линейной 
аппроксимацией поля перемещений, которую 
можно реализовать с помощью функций фор-
мы nN  в локальной системе координат 

 ( , ),  n n n  следующим образом: 
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Здесь u, v и w — компоненты вектора переме-
щений { }  в глобальной системе координат 
(x, y, z); n — номер узла; ({ })nN  — функции 
формы, 

            ,1 1 1 1
8n n n nN   (2) 

где { }  — вектор пространственных коорди-
нат   ,(  , ).  

Запишем уравнение (1) в матричной форме: 

      [ ] ,EN  

где [ ]N  — матрица функций формы; { }E  — 
вектор узловых перемещений.  

Введем в рассмотрение векторы деформа-
ций { }  и напряжений { }  согласно нотации 
Фойгта: 

           , , , , , ;xx yy zz yz xz xy   (3) 

           , , , , , .xx yy zz yz xz xy   (4) 
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С использованием уравнений связи дефор-
маций и перемещений [26] формула (3) приоб-
ретает вид 

           ,B   (5) 

где  ({ })B  — матрица дифференцирования. 
В соответствии с законом Гука выраже-

ние (4) представим как 
          ,D r   (6) 

где [ ]D  — матрица упругости; { }r  — вектор 
пространственных координат (x, y, z), в кото-
рых определена матрица [ ].D  

Для негомогенных сред матрица упругости 
имеет вид 

           ,matlD r D r  

где [ ]matlD  — матрица упругости для твердого 
материала; ({ })r  — скалярная функция, опре-
деляющая негомогенность среды данным циф-
рового прототипа. 

Скалярную функцию ({ })r  можно вычис-
лить согласно единицам шкалы рентгеновской 
плотности Хаунсфилда. Выражение (6) приоб-
ретает следующий вид: 

                    .D r B  

Согласно известным соотношениям метода 
конечных элементов [26], матрица упругости 
КЭ определяется как 

 
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где ({ })J  — определитель Якоби преобразо-
вания координат. 

Используя вычисленные узловые перемеще-
ния, матрицы дифференцирования и упруго-
сти, находим векторы деформаций и напряже-
ний согласно соотношениям (5) и (6). Приме-
няя функции формы (2), для каждого КЭ 
проводим аппроксимацию функции напряже-
ний в виде 

             
T

0 min,
E

E E i

V

N dV  

где EV  — объем КЭ; 0{ }E  — вектор коэффици-
ентов аппроксимации; i  — узловые напряже-
ния. 

Усредненное напряженное состояние опре-
деляется выражением 

      
T

0
1 .

E

E E
E

V

N dV
V

 

Ошибку вычислений можно оценить, опре-
делив нормированную ошибку энергии по 
напряжениям. В этом случае необходимо про-
вести расчет ошибки узловых напряжений для 
каждого КЭ сетки по выражению 
           ,E a E

n n n  

где { }a
n  — усредненный вектор напряжений в 

узле n; { }E
n  — вектор напряжений в узле n. 

Для каждого КЭ ошибку энергии по напря-
жениям можно вычислить как [27, 28] 

            
1T 11 ,

2 E

E

V

E D r dV  

где { }  — вектор ошибки узловых напряже-
ний, усредненный по объему КЭ. 

Энергия деформации КЭ определяется вы-
ражением 

      
T1 ,

2 E

E

V

U dV  

где { }  — вектор деформаций, определяющий 
усредненное деформированное состояние. 

Выполняя нормировку по энергии деформа-
ции значений ошибки энергии по напряже-
ниям, получаем 

  


100 %.
E

E
E E

EE
U E

 

Расширенное описание метода и оценка схо-
димости численного алгоритма в зависимости 
от плотности данных компьютерной томогра-
фии приведены в работах [29–33]. 

Рассмотрим алгоритм восстановления рас-
четной области. Каждый элемент массива дан-
ных компьютерной томографии можно интер-
претировать как оптическую плотность мате-
риала в текущем микроэлементе объема. 
В некоторых работах [34] исследована взаимо-
связь проницаемости среды с механическими 
параметрами материала: 

 


 



  
 

  

HU;
;

[ ] ,

Eb
E

b

a b
E a

a
 

где   — усредненная плотность материала в 
текущем вокселе;  ,a   ,b  ,Ea  ,Eb   ,a  b  — ко-
эффициенты, получаемые экспериментальным 
путем; HU  — единица плотности Хаунсфилда; 
E — модуль Юнга; [] — предел прочности. 



#8(761) 2023 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 7 

Рассмотрены образцы костных органов. 
В качестве объекта исследования выступали 
негомогенные пористые материалы с нерегу-
лярной структурой. Построение расчетной сет-
ки предполагало сегментацию исходного изоб-
ражения образца. Объему КЭ ставили в соот-
ветствие определенную область костного 
органа: каждый подобъем содержал материалы 
различного происхождения, принадлежащие 
как кортикальной пластине, так и губчатому 
веществу костного органа. 

Предложенный метод построения конечно-
элементной сетки позволял учитывать анизо-
тропию материала на уровне моделирования 
отдельного КЭ. Результаты компьютерной то-
мографии в виде трехмерных моделей различ-
ных участков кости приведены на рис. 1, где на 
левой стороне показана область с высоким по-
казателем пористости, соответствующая губча-
той кости, на правой — участок, определяемый 
кортикальной пластиной. 

Применение сегментации исходной области 
оказывается трудоемким процессом при рас-
смотрении задач моделирования образцов с 
нерегулярными геометрическими параметрами 
и сложной внутренней структурой (например, 
костей животных или человека). 

Основываясь на разработанной методике по-
строения КЭ, предложено использовать регу-
лярную сетку для целого изображения в каче-
стве исходной сегментации образца. Применяя 
бинаризацию массива данных, сетку подвергают 
фильтрации по пороговому значению. В этом 
случае происходит удаление КЭ с низким содер-
жанием упругого материала. Полученную сетку 
называют расчетной: к ней прикладывают кине-
матические и статические граничные условия. 

Следующий этап — взвешенное интегриро-
вание каждой локальной матрицы жесткости с 
последующей сборкой глобальной матрицы 
жесткости. После численных расчетов получа-
ют узловые перемещения, на основе которых 
вычисляют локально усредненные тензоры 
напряжений и деформаций. Для полученных 

тензоров определяют главные компоненты и 
напряжения по Мизесу. 

Результаты вычислений сопоставляют с гео-
метрическими параметрами образца путем 
наложения результатов на внешнюю границу 
объекта, представленного данными компью-
терной томографии. Такую сетку называют 
постпроцессорной. Таким образом, результаты, 
полученные с использованием расчетной сетки, 
подвергают интерполяции на постпроцессор-
ную сетку. 

Экспериментальные исследования выпол-
няли на шести вьетнамских свиньях-самцах 
весом 15…20 кг. Протокол экспериментов, 
включавший в себя анестезию, хирургическое 
вмешательство, послеоперационный уход, те-
стирование и эвтаназию, был одобрен Комите-
том по уходу за животными Казанского госу-
дарственного медицинского университета 
(протокол № 5 от 20 мая 2020 г.). Все экспери-
ментальные процедуры проводили в соответ-
ствии со стандартами, чтобы свести к мини-
муму страдания животных и размер экспери-
ментальных групп. 

Сканирование образцов осуществляли с 
применением микро-/нанофокусной системы 
рентгеновского контроля для компьютерной 
томографии и 2D-инспекции Phoenix V|tome|X 
S240 в лаборатории рентгеновской компьютер-
ной томографии Института геологии и нефте-
газовых технологий Казанского (Приволжско-
го) федерального университета. Для первичной 
обработки данных и создания объемной (вок-
сельной) модели образца на базе рентгеновских 
снимков (проекций) использовали программ-
ное обеспечение Datos|x reconstruction. 

Моделирование проводили на основе сним-
ка предплечевой кости минипига. Объем дан-
ных компьютерной томографии составлял 
800…900 Мб, физический размер вокселя — 
0,20,20,2 мм, разрешение изображения — 
752752752 вокселей. Исходный снимок по-
гружали в регулярную конечно-элементную 
сетку. Расчетную сетку строили путем удаления 

 
Рис. 1. Трехмерные модели различных участков кости (пористость уменьшается слева направо  

с увеличением доли содержания материала) 



8 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #8(761) 2023 

подобъемов, в которых содержание костной 
ткани составляло менее 5 %. 

Исходные данные проходили процедуру би-
наризации с выделением двух фаз материала: 
единице соответствовала упругая костная 
ткань, нулю — вещество в порах. Модуль Юнга 
в вокселях, соответствующих костному матери-
алу, составлял 1,75 ГПа [35], коэффициент 
Пуассона — 0,3. 

Моделирование нагружения костного орга-
на выполняли в условиях действия трехточеч-
ного изгиба [36]: верхние и нижние поверхно-
сти дистального и проксимального участков 
фиксировались в перемещениях вдоль трех ко-
ординатных осей (рис. 2, зоны контакта A, B, C 
и D), перемещения в направлении оси Oy при-
кладывались на верхней области диафиза кости 
(зона контакта F–G). Время вычислений соста-
вило 15 мин. 

Результаты исследования. Использовали рас-
четные сетки, которые имели 20, 40 и 80 КЭ на 
стороне области (рис. 3). Далее приведены ре-
зультаты моделирования для сетки, имеющей 
80 КЭ (см. рис. 3, г). 

Нормированную ошибку энергии вычисля-
ли для каждого КЭ сетки. Особое внимание 
уделяли значениям, соответствующим макси-
мальным напряжениям по Мизесу. Распределе-
ние нормированной ошибки энергии и напря-
жений по Мизесу показано на рис. 4. 

Необходимость корректной интерпретации 
полученного распределения напряжений по 
Мизесу требует следующего понимания про-
цедуры усреднения по объему КЭ на основе 
данных компьютерной томографии. Область 
рассматривали как подобъем цифрового про-
тотипа с неизвестным пространственным рас-
пределением напряжений, но с определенной 
средней величиной. 

Таким образом, ложно высокие и низкие 
значения напряжений по Мизесу могут возни-
кать в силу неравномерного распределения ма-
териала в объеме, что объясняет требование 
проверки значений нормированной ошибки 
энергии для каждого КЭ. 

Анализ результатов моделирования показал, 
что наибольшие значения нормированной 

 
Рис. 2. Схема нагружения костного органа  
в условиях действия трехточечного изгиба 

 

 

 
Рис. 3. Визуализация расчетных сеток различной степени дискретизации:  

а — изображение объекта; б, в и г — сетка, которая имеет 20, 40 и 80 КЭ на стороне области соответственно 

      
Рис. 4. Результаты постпроцессорного анализа: 

а — нормированная ошибка энергии, %; б — напряжения по Мизесу, МПа 



#8(761) 2023 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 9 

ошибки энергии возникают в КЭ на границе, что 
можно объяснить уменьшением жесткости, 
обеспечиваемой компонентами соответствую-
щей локальной матрицы. В интересующих обла-
стях значения нормированной ошибки не пре-
вышали 50 %. Максимальные значения достига-
лись на участках приложения кинематических 
граничных условий. В остальных областях нор-
мированная ошибка не превышала 20 %. 

Рассмотрим решение, полученное при при-
ложении перемещения 1 мм. Минимальная 
ошибка энергии (20 %) и максимальные значе-
ния напряжений по Мизесу (83 МПа) соответ-
ствовали области, находящейся вблизи прило-
жения нагрузки (см. рис. 2, зона контакта F–G). 

Более подробный анализ предполагал рас-
чет главных напряжений и направлений, ре-
зультаты которого приведены на рис. 5. Для 
оценки эквивалентной силы реакции, возни-
кающей в области приложения индентора, ис-
пользовали вторую компоненту тензора 
напряжений (рис. 5, в, г). 

Результат интегрирования вектора напря-
жений по поверхности кинематического на-

гружения, умноженный на соответствующую 
площадь приложения индентора, можно рас-
сматривать в качестве реакции на эквивалент-
ную силу. Важно отметить, что в области мак-
симальных напряжений по Мизесу первая ком-
понента главных напряжений достигает 
максимального значения (40 МПа), а третья — 
минимального (–78 МПа), что объясняет при-
чину образования трещины в натурном экспе-

 
Рис. 6. Диаграмма разрушения костного органа  

в условиях действия трехточечного изгиба: 
 — данные эксперимента;  

 — результаты моделирования 

 

 

 
Рис. 5. Результаты постпроцессорного анализа: 

а, в и  д — распределение соответственно первой, второй и третьей главной компоненты тензора напряжений, МПа, 
 в костном органе; б, г, е — главные направления соответствующих компонент 
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рименте в силу превышения предела прочности 
для костной ткани [37, 38]. 

Валидацию результатов проводили на осно-
ве сопоставления значений эквивалентной си-
лы с данными физического испытания. Диа-
грамма разрушения образца показана на рис. 6. 
Отмеченные значения эквивалентной нагрузки 
(оранжевые точки) и прикладываемой силы в 
натурном эксперименте (синие точки) соответ-
ствуют одинаковым перемещениям. 

Относительная ошибка результатов в ли-
нейном диапазоне не превышала 10 %. Откло-
нение данных можно объяснить неточностью 
приложения граничных условий. 

 
Обсуждение полученных результатов. Анализ 
результатов показал, что применение функции 
бинаризации к данным компьютерной томо-
графии пористых образцов позволяет получить 
достоверные данные. Перемещения в узлах КЭ 
обусловлены не только механическими свой-
ствами, но и пространственным распределени-
ем материала. 

Предложенный метод позволяет неявно 
учитывать структурные особенности материала 
на основе взвешенного интегрирования ло-
кальной матрицы жесткости. Он требует мень-
ше вычислений, чем другие методы. 

Моделирование образцов негомогенной 
структуры, как правило, предполагает приме-
нение исходных изображений, соответствую-
щих данным компьютерной томографии боль-
шого размера. Предложенный алгоритм позво-
ляет проводить вычисления на основе 
выделения части массива, соответствующей 
области интегрирования матрицы жесткости 
отдельного КЭ. 

Для качественной оценки полученного ре-
шения предложено использовать значения 
нормированной ошибки энергии. Постпроцес-
сорный анализ можно автоматизировать при 
использовании нормированной ошибки и ин-
вариантов напряжений, например, напряжений 
по Мизесу. 

Выводы 
1. Введен конечно-элементный метод, осно-

ванный на применении данных компьютерной 
томографии расчетных образцов. 

2. Предложена методика построения трех-
мерного изопараметрического КЭ сплошной 
среды с линейной аппроксимацией поля пере-
мещений, основанная на прямом учете анизо-
тропных свойств материала путем взвешенного 
интегрирования локальной матрицы жесткости 
по обработанным данным исходного изобра-
жения. 

3. Описан общий алгоритм построения ко-
нечно-элементной модели. Представление по-
лученных результатов проведено на основе 
введения двух типов сеток: расчетной и пост-
процессорной. Оценка достоверности получен-
ных результатов выполнена с использованием 
значений нормированной ошибки энергии. 

4. Проведено численное моделирование 
предплечевой кости минипига предложенным 
методом. Валидация результатов основывалась 
на данных, полученных проведением натурного 
испытания. Анализ представленных показате-
лей демонстрирует эффективность применения 
метода при моделировании пористых образцов 
костной структуры. 
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