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Результаты проектировочных баллистических расчетов являются необходимым усло-
вием решения общей многомерной краевой задачи баллистического проектирования. 
При этом условия баллистики определяют соотношение проектно-баллистических 
параметров, при которых решают краевую задачу, а ее алгоритмы можно использо-
вать в качестве составных частей задач оптимизации более высокого уровня. В целях 
экономии машинного времени становится целесообразной разработка так называе-
мых быстрых алгоритмов, реализуемых с помощью аналитических подходов к реше-
нию баллистической задачи. В логической цепочке расчетных выражений, входящих 
в состав алгоритмов баллистических расчетов, главными являются соотношения, свя-
зывающие потери характеристической скорости с проектно-баллистическими пара-
метрами, под которыми понимают минимальную совокупность параметров, одно-
значно определяющих траекторию движения ракеты. Выведены аналитические рас-
четные зависимости потерь характеристической скорости и приращения высоты 
полета от проектно-баллистических параметров вторых и третьих ступеней трехсту-
пенчатых ракет-носителей. 

Ключевые слова: потери характеристической скорости, задачи проектной баллисти-
ки, проектно-баллистические параметры, ракета-носитель 

An important role is assigned to design-ballistic calculations at the initial stage of develop-
ing a new type of the launch vehicle. Results of such calculations are a necessary condition 
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in solving a more general multidimensional boundary value problem of the ballistic design. 
It should be noted that ballistic conditions determine the design-ballistic parameters ratio to 
solve the boundary value problem, and its algorithms could be used as components of the 
higher-level optimization problems. In order to save computer time, development of the so-
called fast algorithms implemented using the analytical approaches to solving a ballistic 
problem becomes expedient. In the logical chain of calculation dependencies making part of 
the ballistic calculation algorithms, the main are those relations that connect losses in the 
characteristic velocity with the design and ballistic parameters. They are understood as the 
minimum set of parameters that uniquely determine the rocket trajectory. Analytical calcu-
lated dependences of the characteristic velocity losses and of the flight altitude increments 
on the design-ballistic parameters of the second and third stages of three-stage launch vehi-
cles were derived. 

Keywords: losses in characteristic velocity, design-ballistic problems, design-ballistic pa-
rameters, launch vehicle 

В целях экономии машинного времени стано-
вится целесообразной разработка так называе-
мых быстрых алгоритмов, реализуемых с по-
мощью аналитических подходов к решению 
баллистической задачи [1–4]. В статье [4] пред-
ложена методика проектно-баллистического 
расчета активного участка траектории (АУТ) 
двухступенчатых ракет-носителей (РН). 

Задача проектной баллистики становится 
особо актуальной в связи с исследованием со-
здания носителей нового поколения. Это свя-
зано с проблемами как освоения дальнего кос-
моса [5–11], так и построения низкоорбиталь-
ных спутниковых группировок с применением 
малых космических аппаратов [12–19]. 

Решение подобных задач подразумевает раз-
работку РН сверхтяжелого и сверхлегкого клас-
сов. В настоящее время в проектных организа-
циях, научно-исследовательских и учебных ин-
ститутах прорабатываются различные варианты 
конструктивных решений двух- и трехступенча-
тых РН. 

Цель статьи — формирование аналитиче-
ских соотношений, связывающих потери ха-
рактеристической скорости и приращения вы-
соты полета с проектно-баллистическими па-
раметрами (ПБП) как последних ступеней двух- 
и трехступенчатых РН, так и вторых ступеней 
трехступенчатых РН при выведении полезных 
нагрузок (ПН) на низкие опорные орбиты 
(НОО), которые нередко называют базовыми 
орбитами. 

Для каждой из верхних ступеней имеем три 
независимых ПБП: удельный пустотный им-
пульс тяги п iI , относительную конечную мас-
су к i  и стартовую нагрузку на тягу (коэф-
фициент тяговооруженности) п ,i  где i — но-
мер ступени. Первые два ПБП определяют 

характеристическую (идеальную) скорость ра-
кеты п к  хар ln .i i iv I  Она всегда больше фак-
тической iv , а разность между ними названа 
потерями характеристической скорости.  

Рассмотрены два вида потерь характеристи-
ческой скорости [3, 4]: 

• на гравитацию 
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• на искривление траектории за счет углов 
атаки (далее на углы атаки)  
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где it  и 1it  — моменты времени, соответству-
ющие концу и началу АУТ i-й ступени РН; g  — 
ускорение свободного падения на высоте 
полета РН;   — угол наклона вектора скорости 
к местному горизонту;   — угол атаки. 

Анализ траекторий полета вторых и третьих 
ступеней трехступенчатых РН показал, что их 
движение на безатмосферном участке осу-
ществляется, как правило, с положительными 
углами атаки [20]. Определим причину их по-
явления. 

Как известно, программу движения РН вы-
бирают из условия получения оптимальной 
траектории, обеспечивающей требуемые пара-
метры НОО при экстремальном значении кри-
терия эффективности. При этом минимум по-
терь характеристической скорости имеет место, 
когда тяга двигательной установки на АУТ 
направлена по касательной к траектории, а ее 
искривление достигается только за счет нор-
мальной к траектории проекции гравитацион-
ных сил. 
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Такой закон управления, названный грави-
тационным разворотом, возможен. На первый 
взгляд может показаться, что он оптимален 
для любого случая полета. Тем не менее грави-
тационный закон управления является строго 
оптимальным только, если при выборе про-
граммы полета не учтено влияние коэффи-
циента тяговооруженности i-й ступени п i   
на массовые и стоимостные характеристи-
ки РН. 

Особенность гравитационного разворота за-
ключается в том, что при заданных начальных 
условиях коэффициент тяговооруженности п i  
однозначно определяется параметрами НОО. 
При увеличении параметра п i  снижаются не 
только масса и стоимость двигательной уста-
новки, но и высота НОО НОО ,h  а также увели-
чивается время полета, что повышает потери на 
гравитацию и углы атаки. 

Для обеспечения терминальных условий 
выведения на заданную базовую орбиту РН с 
новым значением п i  необходима дополни-
тельная нормальная к траектории составляю-
щая силы тяги, которую можно получить за 
счет положительных углов атаки. Однако па-
раметр п i  целесообразно увеличивать до 
определенного предела, при котором сниже-
ние габаритных размеров, массы и стоимости 
ракетного двигателя полностью компенсиру-
ется ростом потерь характеристической скоро-
сти [21]. 

Таким образом, задача выбора оптимальной 
программы угла тангажа на безатмосферном 
участке траектории непосредственно связана с 
выбором оптимальных коэффициентов тягово-
оруженности ступеней РН, совершающих полет 
на таком участке. 

 
Методика расчета. Расчетные соотношения 
получены на основе результатов баллистиче-
ских расчетов, выполненных методом числен-
ного интегрирования дифференциальных 
уравнений движения. Движение РН рассмотре-
но в скоростной сферической системе коорди-
нат при следующих общепринятых допущени-
ях: Земля — сферическая; поле тяготения — 
центральное;, управляющие силы пренебрежи-
мо малы; движение плоское; переносное и ко-
риолисово ускорения от вращения Земли от-
сутствуют; влияния атмосферы нет. 

С учетом принятых допущений система 
дифференциальных уравнений движения РН в 
функциях ПБП имеет вид [3, 4, 20] 

п





     
         

       


          
   

0

п
2

0

п

2
0

2
п

НОО
пр 1к НОО

cos sin ;

1 sin cos cos ;

sin cos ;

; ; ; cos ;

( ); ,





 



gv g

g vg
v r

Rh v L v
r

g vr R h g v
I r r

t v
R h

 (1) 

где 0g  9,81 м/с2;   — относительная масса 
РН; r — текущий радиус;   — угол тангажа; 
  — полярный угол;  6371 км;R  пI  — пу-
стотный удельный импульс тяги двигательной 
установки;    398 600 км3/c2; НОО

1кv  — первая 
космическая скорость, соответствующая высо-
те НОО .h  

Приращение времени полета i-й ступени 
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В качестве программы полета на АУТ будем 
использовать угол тангажа [2–4, 19] 
      пр 0 0 1( ) ,i i i it t t  

где 0i  и 0 i  — постоянные коэффициенты. 
Потери на углы атаки запишем как [20] 

      хар ср(1 cos )i i iv v  

       хар ср1 cos arcsin ,i iv  (2) 

где ср i  — осредненное значение угла атаки. 
Для определения структуры формулы, опре-

деляющей срsin ,i  используем второе уравне-
ние системы (1), преобразовав его к виду 
       хар sin 1 cos ,  v v v g v   (3) 

где v  — нормальное к траектории ускорение 
центра масс РН; v  — составляющая относи-
тельного переносного ускорения, 2 2

НООv v v  
НОО(v  — скорость движения ракеты на круго-

вой базовой орбите). 
Согласно уравнению (3), выражение для си-

нуса осредненного угла атаки i-й ступени пред-
ставим в виде [20, 21] 
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где iC  — поправочный коэффициент, учиты-
вающий погрешности аппроксимации выраже-
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ния (2), зависящий в основном от характера 
изменения угла атаки по времени полета; 

ср ig  — осредненное значение ускорения 
свободного падения;  ср(1 ) iv  — осредненное 
для i-й ступени относительное переносное 
ускорение; 1iv  — скорость полета в начале 
АУТ i-й ступени. 

В общем виде осредненное для i-й ступени 
относительное переносное ускорение запишем 
как [20] 
           1ср1 0,55 1 0, 45 1 ,ii iv v v  

где (1 )iv  и 1(1 ) iv  — относительное пере-
носное ускорение в конце и начале АУТ i-й 
ступени,  2 2

1кi iv v v  — отношение кинетиче-
ской энергии i-й ступени в конце АУТ к кине-
тической энергии при движении с первой кос-
мической скоростью. 

Далее для простоты в качестве первой кос-
мической скорости принимаем скорость дви-
жения ракеты на круговой базовой орбите 

1к НОО .v v  Осредненное значение ускорения 
свободного падения определяем по прибли-
женной формуле [20] 

  ср 10,32 0,68 ,i i ig g g  

где 1ig  и ig  — ускорение свободного падения 
в начале и конце АУТ i-й ступени. 

Потери на гравитацию в общем виде пред-
ставим как 
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Синус осредненного угла атаки i-й ступени 
аппроксимируем соотношением 
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где θiC  — поправочный коэффициент, учиты-
вающий погрешности аппроксимации выраже-
ния (4); ,ih  1ih  и ,iv  1iv  — высота и скорость 
полета в конце и начале АУТ i-й ступени соот-
ветственно. 

Отметим, что формулы, определяющие по-
правочные коэффициенты iC  и θiC  для по-
следних ступеней РН отличаются по структуре 
от соответствующих значений для вторых сту-
пеней трехступенчатых РН. Это объясняется 
тем, что для последних ступеней задача выбора 
программы угла тангажа требует определения 
терминальных параметров движения в инерци-
альной системе координат. Тогда как для про-
межуточных ступеней конечные значения тра-

екторных переменных являются начальными 
значениями последующей третьей ступени. 

Введем дополнительные обозначения. Далее 
индекс «3» будет указывать на параметры по-
следних (третьих) ступеней трехступенчатых РН, 
индекс «2» — вторых ступеней, индекс «1» — 
первых ступеней. Траекторные переменные с 
индексом «к» будут соответствовать конечному 
значению АУТ любой многоступенчатой РН. 

С учетом изложенного задачу построения 
аналитических соотношений, связывающих 
суммарные потери характеристической скоро-
сти и приращение высоты полета в функции 
ПБП на безатмосферном участке траектории, 
можно условно представить в виде двух само-
стоятельных задач построения аналитических 
соотношений, определяющих: 

– поправочные коэффициенты 2C  и θ2C  и 
приращения высоты полета 2 1h h  вторых сту-
пеней трехступенчатых РН;  

– поправочные коэффициенты 3C  и θ3C  
третьих ступеней трехступенчатых РН. 

Для вторых ступеней выражения 2C  и θ2C  
можно аппроксимировать следующими эмпи-
рическими выражениями: 
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Приращение высоты полета представим 
как [21] 
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где хар2S  — характеристический путь; hk  — 
множитель;  2v  — суммарные потери харак-
теристической скорости второй ступени трех-
ступенчатой РН;  хар2v  — запас характеристи-
ческой скорости второй ступени. 

Характеристический путь 
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Множитель hk  определяем по приближен-
ной эмпирической формуле 
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Потребную скорость движения в конце АУТ 
второй ступени трехступенчатой РН вычисляем 
как 

 2 1 хар2 2 .   v v v v  

Угол наклона вектора скорости к местному 
горизонту второй ступени 2θ  является свобод-
ным параметром. Задачу определения опти-
мального значения траекторного угла можно 
решить приближенно, например, из условия [21] 

 ср3 ср2sin (0, 4...0,7)sin ,    

где ср3  и ср2  — осредненные углы атаки тре-
тьей и второй ступеней трехступенчатой РН. 

Для третьих ступеней РН выражения попра-
вочных коэффициентов аппроксимируем сле-
дующими приближенными эмпирическими 
соотношениями: 

 
0,05 0,17 0,02

3 п3 3 п3 3

0,1 0,35
θ3 п3 п3 3

1,05( 3200) 0,15sinθ ;
1,04( 3200) 0,38sinθ ,

 
  
 

C I k v
C I v

 

где 

 ср3 3 ср3
3

2 3

(1 ) .
sinθ

 


g t vk
v

 

Терминальными параметрами движения в 
инерциальной системе координат являются: 
угол наклона вектора скорости к местному го-
ризонту кθ 0,  высота НОО НОО

к ,h h  накло-
нение орбиты НОО

1к ,i i  а также абсолютная 
конечная скорость движения абс.к ,v  равная пер-
вой космической НОО

1к .v  
Выражение для определения относительной 

конечной скорости кv  (во вращающейся систе-
ме координат) находим из сферических тре-
угольников [2]: 

 
НОО

2 2 2
к абс абс

c

cos2 ,
cos   


iv v v v v  

где абсv  — абсолютная скорость движения РН; 
v  — скорость вращения Земли в точке старта; 
c  — широта точки старта. 

Таким образом, для варианта аналитическо-
го определения потерь характеристической 
скорости решение краевой задачи, как и в слу-
чае дифференциальных связей, выполняют 
численным методом. Однако, несмотря на 
итерационный процесс решения краевой 
задачи, использование аналитического подхода 
позволяет на несколько порядков сократить 
машинное время. 

Рассмотрим результаты баллистических рас-
четов двух вариантов вторых ступеней трехсту-

пенчатых РН и трех вариантов последних сту-
пеней многоступенчатых РН.  

Вариант № 1. ПБП: пI  = 3201 м/с; к = 
= 0,3552; п = 1,0. Начальные условия: 1v  = 
= 1759 м/с; 1θ  = 23°; 1h  = 42,7 км. Конечные 
значения: 2v  = 4530 м/с; 2θ  = 7,3°; 2h  = 146,7 км. 

Зависимости траекторного угла θ,  угла ата-
ки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию  gv  и угол атаки v  
(графики даны с изменением масштаба в 2 раза) 
от времени полета t второй ступени РН «Про-
тон-М» при выведении спутников «ГЛОНАСС» 
на НОО высотой 200 км приведены на рис. 1. 

Вариант № 2. ПБП: п  3308 м/c;I  к   
0,5353;   п 0,75.  Начальные условия: 1v  = 

= 3027 м/с; 1θ  = 13,2°; 1h  = 80 км. Конечные зна-
чения: 2v  = 4807 м/с; 2θ  = 7,83°; 2h  = 159 км. 

 
Рис. 1. Зависимости траекторного угла θ,  угла 

атаки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v   

от времени полета t второй ступени РН «Протон-М»  
при выведении спутников «ГЛОНАСС»  

на НОО высотой 200 км 

 
Рис. 2. Зависимости траекторного угла θ,  угла 

атаки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v   

от времени полета t второй ступени РН «Ангара-А5»  
с разгонным блоком «ДМ» при выведении ПН  

с космодрома «Восточный» на НОО высотой 180 км 
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Зависимости траекторного угла θ,  угла ата-
ки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v  
от времени полета t второй ступени РН «Анга-
ра-А5» с разгонным блоком «ДМ» при выведе-
нии ПН с космодрома «Восточный» на НОО 
высотой 180 км приведены на рис. 2. 

Вариант № 3. ПБП: п3I  = 3187 м/с; к3  = 
= 0,3679;  п3  1,18. Начальные условия: 2v  = 
= 4530 м/с; 2θ  = 7,3°; 2h  = 146,7 км. Терминаль-
ные условия: кv  = 7598 м/с; кθ  = 0°; кh  = 
= 200 км. 

Зависимости траекторного угла θ,  угла ата-
ки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v  
от времени полета t третьей ступени РН «Про-
тон-М» с разгонным блоком «ДМ» при выведе-
нии спутников «ГЛОНАСС» с космодрома 
«Байконур» приведены на рис. 3. 

Вариант № 4. ПБП: п3I = 3515 м/с; к3 = 
= 0,4359; п3 = 2,1. Начальные условия: 2v = 
= 4807 м/с; 2θ = 7,83°; 2h  = 159 км. Терминаль-
ные условия: кv  = 7512 м/с; кθ  = 0°; кh  = 
= 180 км. 

Зависимости траекторного угла θ,  угла ата-
ки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v  
от времени полета t третьей ступени РН «Анга-
ра-А5» с разгонным блоком «ДМ» при выведе-
нии ПН на НОО с космодрома «Восточный» 
приведены на рис. 4. 

Вариант № 5. ПБП: п2I  = 4450 м/с; к2 = 
= 0,3736; п2  = 1,3. Начальные условия: 1v  = 
= 3450 м/с; 1θ = 13°; 1h  = 98 км. Терминальные 
условия: кv  = 7506 м/с; кθ  = 0°; кh  = 193 км. 

Зависимости траекторного угла θ,  угла атаки 
, характеристической скорости харv  и ее потерь 
на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v  от вре-
мени полета t второй ступени двухступенчатой 
гипотетической РН с кислородно-водородным 
жидкостным ракетным двигателем (ЖРД) при 
выведении полезной нагрузки на НОО с космо-
дрома «Восточный» приведены на рис. 5. 

Значения потерь характеристической скоро-
сти на гравитацию  gv  и углы атаки  ,v  а 
также высоты полета 2h  вторых ступеней РН, 
полученные методом численного интегрирова-
ния уравнений движения и аналитическим ме-
тодом, приведены в табл. 1. 

 
Рис. 3. Зависимости траекторного угла θ,  угла 

атаки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v   

от времени полета t третьей ступени РН «Протон-М» 
с разгонным блоком «ДМ» при выведении 

спутников «ГЛОНАСС» с космодрома «Байконур» 

 
Рис. 4. Зависимости траекторного угла θ,  угла 

атаки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v   

от времени полета t третьей ступени  
РН «Ангара-А5» с разгонным блоком «ДМ»  

при выведении ПН на НОО  
с космодрома «Восточный» 

 
Рис. 5. Зависимости траекторного угла θ,  угла 

атаки , характеристической скорости харv  и ее 
потерь на гравитацию 2 gv  и угол атаки 2 v   

от времени полета t второй ступени 
двухступенчатой гипотетической РН  

с кислородно-водородным ЖРД при выведении 
полезной нагрузки на НОО с космодрома 

«Восточный» 
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Значения потерь характеристической ско-
рости на гравитацию  gv  и углы атаки v  
третьих ступеней РН, полученные методом 
численного интегрирования уравнений дви-
жения и аналитическим методом, приведены  
в табл. 2  

Анализ данных, приведенных в табл. 1 и 2, 
показал, что погрешность определения потерь 
аналитическим методом не превышает ±20 м/с. 

Выводы 
1. Предложены аналитические расчетные 

выражения для определения потерь характери-
стической скорости вторых ступеней трехсту-
пенчатых РН. Подобные выражения можно ис-
пользовать при разработке приближенных ме-

тодик баллистического расчета верхних ступе-
ней РН. 

2. Установлено, что погрешность определе-
ния потерь аналитическим методом не превы-
шает ±20 м/с. 

3. Приведенные соотношения рекомендова-
но использовать студентам втузов при выпол-
нении курсовых и дипломных проектов по теме 
«Проектирование ракет-носителей». Также они 
могут быть полезны специалистам, занимаю-
щимся разработкой новых образцов космиче-
ских ракетных комплексов. 

4. На базе полученных соотношений запла-
нирована разработка универсальной методики 
проектировочного баллистического расчета 
многоступенчатых ракет-носителей. 
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