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Рассмотрен механизм с тремя степенями свободы, выходное звено которого соверша-
ет колебательные движения вблизи особых положений. В зависимости от начальных 
условий, массы выходного звена и коэффициентов обратных связей приводов имеют 
место различные виды движений механизма. В частности, может происходить пере-
ход через особое положение (сингулярность). Поступательные приводы такого меха-
низма расположены по ребрам пирамиды, формируемой кинематическими цепями 
трипода. Оси приводов сходятся в одной точке — центре выходного звена. Вся масса 
сосредоточена в выходном звене (рабочем органе). В свою очередь, вся упругость та-
кого механизма определяется линейными приводами. Интерес вызывает зависимость 
между частотой колебаний и начальными условиями. Устанавливая начальное поло-
жение выходного звена ближе или дальше от точки равновесия, можно получить раз-
личные законы движения выходного звена. В частности, указанное звено может пе-
рейти через особое положение. Меняя высоту начального положения выходного зве-
на, можно получить различную частоту колебательного процесса. Таким образом, 
имеет место зависимость частоты колебаний от амплитуды. 
Ключевые слова: механизм параллельной структуры, особое положение, сингуляр-
ность, начальные условия, закон движения 

The paper considers a three degrees of freedom mechanism, which output link is oscillating 
in vicinity of the singular positions. Various types of the mechanism motion are observed 
depending on initial conditions, mass of the output link and feedback coefficients of the 
drives. In particular, transition through a specific position (singularity) could take place. 
Translational drives of such a mechanism are positioned along the edges of a pyramid 
formed by the tripod kinematic chains. Axes of the drives converge at one point, i.e. at the 
output link center. The entire mass is concentrated in the output link (working body). In 
turn, entire elasticity of this mechanism is determined by the linear actuators. Dependence 
between the oscillation frequency and the initial conditions could be of interest. By setting 
the output link initial position closer or farther from the equilibrium point, different laws of 
the output link motion could be obtained. In particular, the specified link is able to pass 
through singularity. By changing the output link initial position height, different frequency 
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of the oscillatory process could be received. Thus, there appears a dependence of the oscilla-
tion frequency on the amplitude. 
Keywords: parallel structure mechanism, singular position, singularity, initial conditions, 
law of motion 

Для эффективного выполнения различных тех-
нических задач [1, 2] применяют механизмы па-
раллельной структуры (МПС) [3–5]. Исследова-
нию МПС посвящено большое количество пуб-
ликаций, в частности [7–15]. Рассмотрены 
важные вопросы, связанные с особыми положе-
ниями [5, 7, 15], рабочими зонами [6], кинемати-
ческой и динамической развязками [8], оптими-
зацией параметров [9], снижением энергетиче-
ских затрат [13], уравновешиванием [14] и 
постоянством передаточных отношений [16]. 

Наличие особых положений (сингулярно-
стей) существенно влияет на функциональные 
возможности МПС. Проведены исследования 
[17, 18] сингулярных зон (зон особых положе-
ний), размерность которых на единицу меньше, 
чем число степеней свободы. 

Однако динамическим свойствам МПС и,  
в частности движениям вблизи особых поло-
жений, посвящено относительно мало публи-
каций. 

Цель работы — исследование динамических 
свойств МПС типа «трипод» вблизи особых 
положений либо при их пересечении. Такая 
динамическая система должна обладать свой-
ствами нелинейности, которые надлежит вы-
явить. 

Рассматриваемый МПС типа «трипод» имеет 
три степени свободы и три кинематические це-
пи (рис. 1). Каждая кинематическая цепь со-
держит по две сферические кинематические 
пары соответственно А1 и В1, А2 и В2, А3 и В3. 
Центры кинематических пар А1, А2, А3 совпада-
ют. Кроме того, каждая кинематическая цепь 

содержит линейный двигатель. Таким образом, 
при заторможенных приводах имеет место пи-
рамида. 

В рассматриваемом случае все точки В1, В2, 
В3 расположены в горизонтальной плоско-
сти xOy. 

Расположение этих точек соответствует рав-
ностороннему треугольнику, поэтому их коор-
динаты равны, м: точка B1 3/2, 1( /2, 0),  точка 
B2  3/2, 1( /2, 0),  точка B3  0,  1,  0 .  Коорди-
наты точек A1, A2, A3 в системе координат вы-
ходного звена (ВЗ) равны нулю. 

Колебательный процесс определяют следую-
щие параметры: масса ВЗ m =100 кг (принимаем, 
что масса кинематических цепей пренебрежимо 
мала); коэффициенты упругости приводов с1 = 
= с2 = с3 = 40 Н/м (считаем, что приводы имеют 
лишь обратную связь по положениям, выражае-
мую коэффициентом упругости); обобщенные 
координаты (расстояния между точками Ai и Bi, 
i = 1, 2, 3), при которых силы упругости равны 
нулю, L1 = L2 = L3 = 2,2 м. 

Будем рассматривать движения, вызванные 
силами упругости в приводах и силой тяжести, 
действующей на ВЗ. Уравнения движения ВЗ 
имеют следующий вид: 

     

 
     

     

 
     

     

 



          
   

     
         

   
     

         



 

1 1 1

1

1 1 1

2 2 2

2

2 2 2

3 3 3

3

3

2 2 2
1

12 2 2

2 2 2
2

22 2 2

2 2 2
3

2

/

/

( ) (

B B B

B

B B B

B B B

B

B B B

B B B

B

B

xd
dt

x x y y z z l

x x
c m

x x y y z z

x x y y z z l

x x
c m

x x y y z z

x x y y z z l

x x
x x

v

y


   3 3
32 2

/ ;
) ( )B B

c m
y z z   

Рис. 1. Схема МПС типа «трипод» 
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где ,xv  ,yv  zv  — скорости движения ВЗ по со-
ответствующим координатам; t  — время; 

,  , x y z  — координаты центра ВЗ; 1 ,Bx  2 , Bx  
3 ,Bx  1 ,By  2 , By  3 ,By  1 , Bz  2 , Bz  3Bz  — точки 

крепления центров сферических шарниров на 
основании; 1 2 3, ,l l l  — длины выдвижения 
штоков приводов. 

Несмотря на линейный характер силы упру-
гости в каждом из приводов, на ВЗ действует 

 
Рис. 2. Изменение во времени t координаты z (слева) и скорости движения zv  (справа) ВЗ  

при различных начальных положениях: 
а — z = 6 м; б — z = 4 м; в — z = 3,25 м 
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совокупность сил, не линейно зависящих от 
положений. В связи с этим важно знать, зави-
сит ли частота колебаний от начальных усло-
вий. 

В частности, в особом положении, когда все 
кинематические цепи расположены в одной 
плоскости и пересекают ось z, все силы упруго-
сти будут взаимно уравновешены. При этом, 
как и в положении, когда все силы упругости 
равны нулю, на ВЗ будет действовать только 
сила тяжести. 

Будем менять начальные условия — началь-
ную точку, из которой начинает движение ВЗ, — 
и получать различные законы движения ВЗ. 
В частности, можно получить такой процесс, 
когда будет пересечена горизонтальная плос-
кость, на которой расположены центры непо-
движных сферических пар кинематических це-
пей, т. е. будет пройдено особое положение. 

Рассмотрим различные начальные условия и 
соответствующие законы движения ВЗ. Пусть 
начальные условия таковы, что скорость дви-
жения ВЗ равна нулю, а его координата z = 6 м. 
Графики изменения во времени координаты z и 
скорости движения ВЗ показаны на рис. 2, а. 

Если начальная скорость движения ВЗ равна 
нулю, а его начальная координата z = 4 м, то ВЗ 
вновь переходит через особое положение 
(рис. 2, б). 

Если начальная скорость движения ВЗ равна 
нулю, а его начальная координата z = 3,25 м, то 
закон движения ВЗ наименее близок к гармо-
ническим колебаниям (рис. 2, в). 

Как видно из рис. 2, динамическая система 
обладает свойствами нелинейности, определя-
емыми параллельной структурой механизма 
типа «трипод». В особом положении, которое 
пересекает ВЗ, сила приводов взаимно уравно-
вешена. Кроме того, при приближении началь-
ного положения к особому частота колебаний 
уменьшается, что можно наблюдать на соответ-
ствующих графиках. 

Выводы 
1. Исследованы динамические свойства 

МПС типа «трипод» вблизи особых положений 
либо при их пересечении. Показано, что такая 
динамическая система обладает свойствами не-
линейности. 

2. Дальнейшие исследования подобных ме-
ханических систем, имеющих параллельную 
структуру, будут направлены на то, чтобы при-
нять во внимание другие схемы механизмов, в 
частности, совершающих поступательные дви-
жения, а также исследовать динамические про-
цессы при различных требуемых законах дви-
жения ВЗ. 
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