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Использование данных цифрового прототипа изделия является передовым подходом 
к расчету на прочность композиционных материалов, так как позволяет учитывать 
технологические особенности реального изделия. Рассмотрена задача по определению 
прочности элемента крепления из композиционного материала в условиях эксплуа-
тации с целью определения параметров, влияющих на его несущую способность. Вы-
полнена оценка наибольших первых главных напряжений при растяжении полосы с 
вырезом при наличии дефекта материала, под которым подразумевается локальное 
изменение его модуля Юнга. Предполагалось, что дефект имеет форму полосы, сим-
метрично расположенную около центра отверстия. В результате расчетов получена 
функция множителей от параметров, характеризующих модуль Юнга в области де-
фекта и геометрическую величину дефекта. Функция множителей позволяет оценить 
прочность изделия, так как она является множителем для наибольших первых глав-
ных напряжений, возникающих в образце без дефекта. Показано, что полученное ре-
шение можно использовать на практике при наличии данных компьютерной томо-
графии и известных эмпирических соотношений для модуля Юнга, предела прочно-
сти и чисел Хаунсфилда. 
EDN: BGIKHS 
Ключевые слова: методы неразрушающего контроля, полоса с круговым вырезом, 
компьютерная томография, дефект материала 

Using a product digital prototype appears to be an advanced approach in calculating the 
composite material strength, since it makes it possible to take into account the real product 
technological features. The paper considers the problem of assessing strength of a fastening 
element made of the composite material under operation conditions to determine the fas-
tening parameters that affect its load-bearing capacity. The highest initial principal stresses 
in tension of a strip with circular cut in the presence of the material defect were assessed. 
Local alteration in its Young's modulus was considered as such a defect. It was assumed that 
the defect had the shape of a strip symmetrically located near the hole center. Calculations 
resulted in finding a multiplier function from the parameters characterizing the Young's 
modulus in the defect area and the defect geometric size. The multiplier function makes it 
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possible to assess the product strength, since it is a multiplier for the highest initial principal 
stresses arising in a sample without defect. The paper shows that the resulting solution could 
be used in practice with the computer tomography data and the known empirical relation-
ships for Young's modulus, tensile strength and Hounsfield numbers. 
EDN: BGIKHS  
Keywords: non-destructive testing methods, strip with circular cut, computer tomography, 
material defect 

Развитие технологии изготовления композици-
онных материалов существенно улучшает тех-
нические характеристики летательных аппара-
тов. Снижение их массы при сохранении проч-
ностных свойств позволяет повысить полезную 
нагрузку. Однако методы расчета на прочность 
летательных аппаратов отличает сложность, 
что обусловлено необходимостью учета не 
только особенностей материалов, но и возмож-
ных локальных дефектов. 

В связи с этим возрос интерес к методам 
расчета материалов с анизотропными свой-
ствами [1–3]. На сегодняшний день один из пе-
редовых методов расчета основан на использо-
вании данных цифрового прототипа изделия. 
В этом случае имеется информация о парамет-
рах и распределении материала в пространстве, 
что позволяет локализовать и учесть явные и 
неявные дефекты. 

Методы расчета, базирующиеся на примене-
нии данных неразрушающего контроля, полу-
чили распространение не только в механике 
композитов [4–7], но и в биомедицине [8]. 
Кроме того, на основе цифрового двойника 
становятся возможными как прогностические 
расчеты [9–12], так и проектирование окруже-
ния изделия с учетом индивидуальных свойств 
[12, 13]. 

Однако, несмотря на существующий уровень 
развития таких методов, с точки зрения прак-
тики все еще существуют технические сложно-
сти. Наиболее трудоемкая часть — выявление 
ассоциативных связей между цифровым двой-
ником и математической моделью. Чаще всего 
этот процесс затрагивает проблемы классифи-
кации и сегментации, что в случае реальных 
зашумленных сигналов приводит к увеличению 
трудоемкости. 

Широкое распространение в исследованиях 
композиционных материалов получила рентге-
новская компьютерная томография (далее КТ). 
В этом случае помимо проблем сегментации 
возникает отдельная задача построения сетки 
для расчетной модели, что еще на порядок уве-
личивает трудоемкость. Поэтому в настоящее 

время исследуются методы, позволяющие, с од-
ной стороны, снизить требования к расчетным 
сеткам, а с другой — сохранить информатив-
ность и адекватность математической модели. 

К таким методам относятся геометрические, 
в рамках которых исследуют структурную ани-
зотропию объекта. Например, метод средней 
длины пересечений предполагает построение 
тензора структуры, устанавливающего усред-
ненное направление распределения ортотроп-
ных свойств [14–16]. Физические свойства ма-
териала в последующем восстанавливаются на 
основе полученного тензора структуры. 

Метод представительных объемных элемен-
тов [17–22] предусматривает проведение серии 
вычислительных экспериментов для физиче-
ского объема, на основе которых определяют 
эффективные механические свойства. 

Оба метода — вычислительно сложные, так 
как требуют неоднократной обработки всех 
данных цифрового двойника. 

Альтернативным является метод, использу-
ющий специальные конечные элементы, кото-
рые связаны с цифровым двойником, а конеч-
но-элементная сетка на программном уровне — 
с данными об объекте. В этом случае можно 
определять коэффициенты ослабления в узлах 
сетки согласно заданному закону [23–25] или 
учитывать анизотропные свойства среды на 
основе цифрового двойника ее исходного эле-
мента [25–28]. Вычислительная трудоемкость 
при таком подходе снижается, но задача по-
строения вычислительной сетки все еще остает-
ся [29–33]. 

Предлагаемый подход базируется на рас-
смотрении параметризованной математической 
модели элемента крепления, параметры кото-
рого уточняются на основе цифрового двойни-
ка. Для оценки не нужно проводить дополни-
тельные расчеты для объекта, требуется лишь 
извлечь необходимые параметры из данных об 
объекте. 

Цель работы — определение параметров 
элемента крепления, влияющих на его несущую 
способность.  
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В рамках исследования построена математи-
ческая модель элемента крепления, исследован 
случай наличия локального дефекта, определе-
ны параметры, описывающие его. На основе 
вычислительных экспериментов локализовано 
место разрушения, и построена диаграмма, свя-
зывающая параметры, характеризующие дефект 
и снижение прочности. 

 
Материалы и методы. В качестве узла крепле-
ния выбрана пластина с круговым вырезом, 
через который передается усилие. Рассмотрен 
случай наличия дефекта около кругового выре-
за. Цифровым двойником изделия выступала 
рентгеновская КТ. 
 
Метод КТ. Этот метод основан на измерении 
ослабления рентгеновского излучения, прохо-
дящего через материалы разной плотности. В 
результате взаимодействия с материалами из-
начальный поток рентгеновского излучения 
ослабляется по закону 

   0 ,xe  

где 0  — поток начального рентгеновского 
излучения;   — линейный коэффициент его 
ослабления; x  — глубина его проникновения. 

Линейный коэффициент ослабления опре-
деляется выражением 
     к н.к ф ,  

где к  и н.к  — вклад когерентного (без изме-
нения длины волны) и некогерентного (с изме-
нением длины волны) рассеяния; ф  — вклад 
фотоэффекта. 

Следует отметить, что рентгеновское излу-
чение ослабляется в зависимости от количества 
атомов материала, через которые проходит 
данный поток. Если сжать исследуемое тело в H 
раз вдоль продольной оси, то ослабление пучка 
останется неизменным: 

      1
1 1 2 2 2 ,xx x

H
 

где 1,  2  и 1,x  2x  — линейные коэффициен-
ты ослабления и глубины проникновения для 
материалов без дефекта и с дефектом соответ-
ственно. 

Так как число атомов материала не меняет-
ся, размер тела просто уменьшится в H раз: 

   2
1 .

H
 

Это приводит к изменению линейного ко-
эффициента ослабления в зависимости от 
плотности. Линейное ослабление изучаемого 
материала удобно нормировать относительно 
коэффициента ослабления дистиллированной 
воды и воздуха. Такая нормировка называется 
шкалой Хаунсфилда. Число Хаунсфилда для 
исследуемого материала определяется выраже-
нием [16] 

  
 

HU 1000 ,w

w a

x  

где x  — линейный коэффициент ослабления 
исследуемого материала в заданной точке x; w  
и a  — линейные коэффициенты ослабления 
воды и воздуха. 

При отображении данных КТ чаще всего ве-
личины шкалы Хаунсфилда в точке обозначают 
цветом (в градиенте серого). По результатам 
большого количества эмпирических исследова-
ний [23, 34, 35] выявлены следующие зависимо-
сти между числами Хаунсфилда и механиче-
скими параметрами материала [23, 33, 35]: 
     HU;a b  (1) 

   ;Eb
EE a  (2) 

   кр ,ba  (3) 
где   — плотность материала;  ,a   ,b  ,Ea  ,Eb  
 ,a  b  — коэффициенты, определяемые экспе-

риментальным путем; E  — модуль Юнга мате-
риала; кр  — предел прочности материала. 

Зависимость (1) устанавливает линейную 
связь между оптической и физической плотно-
стями, а выражения (2) и (3) экспоненциально 
связывают модуль Юнга материала и его ло-
кальную прочность с физической плотностью 
[36–38]. Таким образом, данные КТ позволяют 
определить распределение механических 
свойств в материале. 

 
Постановка задачи. Рассмотрена задача о рас-
тяжении пластины с круговым вырезом в плос-
кой напряженной постановке. Расчетная схема 
ее нагружения приведена на рис. 1, а. 

Система координат расположена в центре 
отверстия радиусом R, ширина пластины рав-
на 2W, высота — L1 + L2. Вся пластина изго-
товлена из однородного изотропного материа-
ла с модулем Юнга E1, по центру кругового 
выреза пластины есть полоса шириной 2H с 
модулем Юнга E2. 
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Тогда расчетную область V можно предста-
вить как 

            
 

2 2
1 2 1 2

2 2 2
1 2

, , ;
.

V L L W W x x
x x R

 

Уравнения равновесия имеют вид 
      20, .Vx   (4) 

Для связи деформаций ε  и перемещений u  
использованы соотношения Коши: 

     
T1 ,

2
u u       2 .Vx  

Статические и кинематические граничные 
условия заданы в виде 

  

2

2 2
1 2

;xF
x x

n n   

 
2 2

1 2
,

x x
xn    2 2 2

1 2 ,x x Rx  2 0;x  

  
  




2 2 2 21 2

2
1 2 2 2

1 2, 0

, ;
x x R x

xF p x x ds
x x

 

   1 1, 0,u x L   1 [ , ],x W W  
где 1 2( , )p x x  — закон распределения давления 
по дуге кругового выреза; ds  — элемент дуги 
кругового выреза. 

Рассмотрим физические соотношения в 
упругой постановке. Предполагая, что модуль 
Юнга в исследуемой области может изменяться, 
представим его в мультипликативной форме 

  2 1( )E Ex  

или в терминах тензора упругих констант 

  2 1( ) .C x C  (5) 

Здесь ( )x  — функция, характеризующая рас-
пределение упругих свойств внутри исследуе-
мой области; 2C  и 1C  — тензоры упругих кон-
стант для материала с дефектом и без дефекта. 

Тогда физические соотношения можно за-
писать как 
   1( ) : ,Ex C       2 ,Vx  

где C  — тензор упругих констант, определен-
ный для материала с единичным модулем Юнга. 

Предполагаем, что дефект материала равно-
мерно распределен по полосе шириной 2H 
вдоль всего образца, симметрично располо-
женной около центра выреза (см. рис. 1, а, тем-
ная зона). Ширину полосы удобно нормировать 
к диаметру кругового отверстия. 

Тогда введенная функция ( ),x  характери-
зующая распределение упругих свойств внутри 
исследуемой области, имеет вид 

 
             

2

2

, , ;
( )

1, , ,
x R R
x R R

x  

где   — параметр жесткостей, 
   2 1 ;E E  (6) 

 — относительный размер полосы с дефектом, 
   .H R  (7) 

Сформулируем теорему о решении в напря-
жениях для связанной задачи. 

Теорема. Рассмотрим однородную BH и не-
однородную BI геометрически идентичные 
упругие области и соответствующие тензоры 
упругих констант CH(x) и CI(x) = φ(x)CH(x). То-
гда можно рассмотреть две следующие статиче-
ские упругие задачи: 

     




  
    0

: ( ( )) 0 ,
( ( )) , ( ) ;t u

H H

H H
u

P B
B B

u x x
u x n x u x x

 


 

     




  
     0

: ( ( )) 0 ,
( ( )) ( ) , ( ) ,t u

I I

I I
u

P B
B B

u x x
u x n x x u x x
 


 

где t — вектор давления;  ,HB   IB  и  ,H
uB  

 I
uB  — контуры статических и кинематических 

граничных условий однородной и неоднородной 
области соответственно; 0u  — заданные пере-
мещения; 2( ) ( ) ,B B   x C x  ( ) 0,   x  

.  

 
Рис. 1. Расчетная схема нагружения пластины  

с круговым вырезом (а) и расчетная сетка  
в области выреза (б) 
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Если Hu  есть решение в перемещениях од-
нородной задачи PH, то равенство полей пере-
мещений H Iu u  будет выполняться тогда и 
только тогда, когда 
      , , : ( ( ) ) 0.HB Vx v x v   

Следствие. Если известно решение однород-
ной задачи   { , , },H H H Hu    то в условиях 
теоремы решение для неоднородной задачи мо-
жет быть получено как   { , , ( .}) I H H Hu x   

Для оценки напряжения следует проанали-
зировать выражение, получаемое после подста-
новки выражения (5) в формулу (4): 

    
  

1 1

2

( ) : ( ) ( ) : ( ) 0,
.

E E
V
x C u x C u

x
     

Тогда, согласно теореме о решении в напря-
жениях в связанной задаче, чтобы продолжить 
решение для образца с дефектом необходимо, 
чтобы 
  ( ) 0.x  

Для кусочно-постоянной функции получаем 

          2 2( ) 0, ( 1) ( ) (1 ) ( ) ,x R x Rx  

где   — дельта-функция Дирака. 
Это значит, что особенности могут возник-

нуть только на границе дефекта. В областях по-
стоянного модуля Юнга градиент функции φ(x) 
обращается в нуль, а следовательно, согласно 
теореме о решении в напряжениях, для неод-
нородной задачи решения можно достроить на 
основе однородной задачи. 

Предположим, что наибольшие напряжения 
для однородного случая возникают около от-
верстия при углах θ = 0 и 180° (см. рис. 1, а). То-
гда для неоднородной задачи будем ожидать, 
что локальный максимум напряжений тоже 
будет образовываться в этих областях. Чтобы 
ответить на вопрос, будут ли эти максимумы 
глобальными, необходимо оценить напряже-
ния на границе материалов. 

В целях проверки сформулированных гипо-
тез с помощью метода конечных элементов по-
строена численная параметризованная модель. 
Для сеточной модели использован восьмиузло-
вой конечный элемент с квадратичной аппрок-
симацией. Вычисления проведены на регуляр-
ной сетке (рис. 1, б), оценка сетки и сгущения 
выполнена на основании оценки ошибки энер-
гии [26]. Параметрами модели были параметр 
жесткостей  (6) и относительный размер поло-
сы с дефектом  (7). 

Результаты и обсуждение. В вычислительных 
экспериментах варьировали параметры модели 
,  и результирующую прикладываемых сил F. 
Диапазоны и шаг для варьирования параметров 
приведены в таблице. 

Численные результаты подтвердили линей-
ность задачи относительно результирующей 
прикладываемых сил F, что подтверждает 
адекватность последующей нормировки полу-
ченных данных по напряжениям. Коэффици-
ент Пуассона для обоих материалов состав-
лял 0,3. 

Исследование напряженно-деформирован-
ного состояния подтвердило локализацию 
наибольших напряжений в области выреза. 
При оценке прочности особое внимание уделя-
ли первым главным напряжениям (рис. 2), так 
как максимум эквивалентных напряжений по 
энергетической теории прочности Хубера — 
Мизеса локализировался в той же области, а 
наибольшее относительное отклонение первого 
главного напряжения от эквивалентных 
напряжений равнялось 1,5 %. 

Подробное исследование первых главных 
напряжений в области выреза показало, что 
наибольшие значения во всей конструкции (и, 
в частности, в области выреза) достигаются в 
точках, соответствующих углам θ = 0° и θ = 
= 180°. Эта тенденция сохранялась при варьи-
ровании как параметра жесткостей  (рис. 2, а), 
так и относительного размера полосы с дефек-
том  (рис. 2, б). Небольшие отклонения мак-
симума от точки при угле θ = 0° можно объяс-
нить дискретизацией конечными элементами и 
несимметричностью задачи (L1 ≠ L2). В силу 
симметрии задачи на рис. 2 показаны значения 
θ правой полуплоскости. 

Отдельно оценивали первые главные 
направления в точках, где они достигают мак-
симума. Так, на рис. 3 показано распределение 
углов первого главного направления: несмотря 
на наличие выбросов, все значения лежат в об-
ласти 90° (максимальное отклонение состави-
ло 8,4ʹ). 

Диапазоны и шаг варьирования параметров 

Параметр 
Значение Шаг варьиро-

вания минимальное максимальное 

F, Н 50 250 50 

 0,5 2,0 0,1 

 0,1 1,6 0,1 
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Полученные результаты позволяют сфоку-
сироваться на первом главном напряжении на 
окружности выреза в точке при угле θ = 0°. Ли-
нейность по прикладываемой силе позволяет 
провести нормировку исследуемых напряже-
ний. При этом под исследуемыми напряжения-
ми можно понимать некую функцию от вве-
денных параметров  и : 

  
 
 





  
   

 
1

1

max ,
, .

max 1,
V

V

x

x

 

Полученная функция в графическом виде 
приведена на рис. 4, где черной горизонтальной 
линией отмечен уровень (1, ), а черной вер-
тикальной — (, 1). Значение в заданной точ-
ке на графике соответствует множителю для 

наибольших первых главных напряжений от-
носительно задачи без дефекта. 

Анализ полученных зависимостей показыва-
ет, что дефект может влиять на прочность как 
положительно, так и негативно. Положитель-
ным будем называть уменьшение относительно-
го значения первого главного напряжения, от-
рицательным — его возрастание. 

Таким образом, при повышении параметра 
жесткостей  первое главное напряжение 1 
уменьшается, а при снижении  — 1 увеличи-
вается. При  = 1,5 первое главное напряжение 
1 уменьшилось на 5…7 %, а при  = 2,0 — на 
10…15 %. 

Зависимость первого главного напряжения 
1 от относительного размера полосы с дефек-
том  является не столь очевидной. При  = 
= 1,00…1,25 и  = 0…1 параметр  не оказывает 
существенного влияния на 1. Но с уменьшени-
ем  при  = 0…0,25 наблюдается возрастание 
первого главного напряжения до 10 %, при  = 
= 0,25…0,70 — до 15 %, а затем при  = 0,90 и 
более — до 10 %. 

 

 
Рис. 2. Зависимости первого главного напряжения 
1 от угла θ при параметре жесткостей  = 0,5 (а)  

и относительном размере полосы с дефектом  
 = 0,86 (б) 

  
Рис. 3. Распределение углов первого главного 
направления в точке при угле θ = 0° для всех 

значений параметров  и  

 
Рис. 4. Зависимости функции  от параметра 

жесткостей  и относительного размера полосы  
с дефектом  
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С точки зрения дефектоскопии полученные 
результаты можно использовать при наличии 
данных сканирования и известных эмпириче-
ских констант в выражениях (1)–(3). Для этого 
необходимо из данных сканирования КТ опре-
делить соответствующие значения, связываю-
щие числа Хаунсфилда и модуль Юнга матери-
ала. Тогда, используя выражение (2), получаем 

  


1
1

2
2

.
E

E

b
E

b
E

a
a

 

Относительный размер полосы с дефектом  
определяют непосредственным измерением на 
данных сканирования. Полученные множители 
(функция (, )) позволяют найти первые 
главные напряжения, которые можно оценить с 
точки зрения прочности данных сканирования 
и выражения (3). В силу линейности задачи от-
носительно результирующей прикладываемых 
сил F разрушающую (критическую) силу можно 
определить по выражению 

              кр кр, , ,bF k a k  

где k  — коэффициент, связывающий линейно 
наибольшие первые главные напряжения и ре-
зультирующую прикладываемых сил. 

Ввиду малого различия между первыми глав-
ными и эквивалентными напряжениями по 
энергетической теории прочности Хубера —
 Мизеса полученную диаграмму можно приме-
нять и для них. 

Выводы 
1. Рассмотрена задача по оценке наибольших 

первых главных напряжений при растяжении 
полосы с вырезом при наличии дефекта мате-
риала, под которым подразумевается локальное 
изменение модуля Юнга материала. Предпола-
галось, что дефект имеет форму полосы, сим-
метрично расположенной около центра отвер-
стия. В результате расчетов получена функция 
множителей (множителей наибольших первых 
главных напряжений для образца без дефекта) 
от параметров, характеризующих модуль Юнга 
в области дефекта и геометрическую величину 
дефекта.  

2. Показано, что найденное решение можно 
использовать на практике при наличии данных 
КТ и известных эмпирических соотношений 
для модуля Юнга, предела прочности и чисел 
Хаунсфилда. 
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